Ellips 10
Prov 1

1
a)

b)

o Integralkalkyl

3
I(i%x2 —8x+1)dx
1

= (3-1x3—8-lx2+xj
3 2

3
/
1
3
={(x3—4x2 +X)
3
2

=3 -4.324+3-1(1-4-1> +1)

7-36+3-1+4-1
=4

I(x4 —xz)dx:Zst—lﬁj

by 3
:l 23 _1.23 _(
3
32 8 32 8
5 3 5 3
Y64 V16
53
192 80 115
15 15 15
:7%

16sningar till vningsproven

c)

d)

Svar

. uppdaterad 19.5.2010 e

0 ——
u(s(x) s'(x)

27
X
:Zé—cos—

%/_J
U (s(x))
=-2 [cosz—n — cosgj
2 2

=2((=D-1)

In3 1ln3
Ie3xdx:—j e” - 3 dx

I 3906t oy

7 e’
a)—4 b) 7E c)4 d) 9—?~2,3



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

2 3
a) J(—sinx)dX:cosX+C F(X):j(7—8x)dx
1 _7x=8-1x% 4C
b) IcosZXdX-—jcosZX 2 dx=—=sin2x +C B )
— = 22—
u(s(x)) s'(x) U(s(x)) C7y—4x? 1 C
c) o :
Vi far ekvationen
[ tan xdx = jsmx x=—| (—sinx)dx F(2)=-3
COS X COS X
u(s(x))  s'(x) 7-2-4.2> +C=-3
T T C=-1
——< X< —, vilket
=—In|cosx| +C 2 2
%/_J
U(s(x)) ger cosX>0 ‘h Dvs. F(X):7X—4X2 -1.
=—In(cosx)+C ‘v Svar F(X)=7x—4x* -1
=—Incosx+C
Svar a) cosx+C
b) %sin2x+C
c) —Incosx+C




Ellips 10 o Integralkalkyl o

4

Skérningspunkterna mellan kurvorna y, =3X och y, = X2 +2:
Yi=Y,

3x:x2+2

x2—3x+3:0

X_3i\/(—3)2—4-1-2
2.1

x=2 eller x=1

Vi ritar en figur.

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 19.5.2010 e

Arean ar
2 2
A:IdA:IQﬁ—yzym |y, 2Y,, nir 1<x<2
1 1
2
:j[3x—(x2+2)]dx
1

2 215 3
:j(—x2+3x—2)mc:/(——x3+—~x2—2xj
1 . 3 2

=——.2% 4222 —2.2—(——-13 +%-12 —2-1)

3 3 2 3
_I5 14 1
6 6 6
L1
Svar Arean ar g



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

5 Rotationskroppens volym ar
Skérningspunkterna mellan parabeln y:6X—3X2 och linjen 2 2 r=y
y=0: V:JdV:jnrzdx )
2 .2 2
0 0 r-=y” =(6x-3x")
6X—3x% =0 5
2
I (2—x) =0 =n.[(6x—3x ) dx
0
3x=0 eller 2-x=0 5
«—0 eller «=? :n‘[(36x2 —36x3+9x4)dx
0
Vi ritar en figur. ;(36 ; 36 4 9 5)
=n/| —X ——X +=X
\'K/\ o\ 3
¥
(v :n(12-8—9-16-%32—0j
/
\ 1 ) _48m
\I/ /. 5
e >
(/4 \\ I y X :9%7[ (~30,2)
\\\ /
/ 7/
~
—_— Svar 9%nz30,2




Ellips 10 o Integralkalkyl o

6

Eftersom funktionen f (Xx)=13— x| &r kontinuerlig s har den en

primitiv funktion.

Funktionen f kan inte integreras direkt, utan vi maste forst skriva

om den som en styckvis definierad funktion.

f(X)—|3 ‘= 3—X, nar 3—x=>0
- | =(3=x),ndr 3—-x<0

—X+3, narx<3
X—3, nidrx>3

De primitiva funktionerna till funktionen f kan skrivas pa
formen

—lx2+3x+C,xs3

F(x)=
5x2—3x+D,x>3

Eftersom den primitiva funktionen F ar kontinuerlig, far vi

speciellt att den ar kontinuerlig for x =3 . Detta ger att

lim F(x)= lim F(X).

X—3— X—3+
Eftersom
. lim F(x)= lim (—lx2+3x+Cj:4l+C
X—3— x—3-\ 2 2
) . 1 » 1
° lim F(x)= lim | =X -3x+D |=—-4—+D
X—3+ X—3+ 2

16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

sa far vi ekvationen

41+C =—4l+ D
2 2

D=9+C

De primitiva funktionerna till funktionen f ar

—lx2+3x+C, X<3

F(x)=
Ex2—3x+9+C,x>3

Eftersom F(1)=—1 far vi ekvationen

L2 isiic=a
c=23l
2
Dvs.
—lx2+3x—3l,xs3
F(x)= ? ?
—x2—3x+5—,x>3
2 2
—lx2 +3x—3l,x£3
2 2
Svar F(Xx)= { {
—x2—3x+5—,x>3
2 2




Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

7

a) Skarningspunkterna mellan kurvorna y = JX, x>0 och
X:\/?, y >0, dvs. mellan kurvorna y:\/;, X>0 och

y:xz, X>0:

x:ﬁ:\/ﬁ | x>0

-~ 1
X:[(X); }2 — x4 =4/x | n:te rotens definition
X=X4
x—x*=0
x(l—x3):0

Vi ritar en figur.

Volymen av rotationskroppen fér vi som differensen av tva
rotationskroppar.



Ellips 10 o Integralkalkyl

b)

Vi bestimmer y-koordinaterna for skarningspunkterna mellan
kurvorna y:\/;, X>0 och x=ﬁ, y >0, dvs. mellan

kurvorna X = y2 , Y20 och x= \/V, y>0. Enligt a-fallet ar

dessa y-koordinater

y:\/6:0 och y:\/T:I

16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

Rotationskroppens volym éar differensen mellan tva
rotationskroppar.



Ellips 10 o

8

Integralkalkyl o

1’12X

Vi bestdmmer forst hur grafen till funktionen f (Xx)= ! ligger

1 forhallande till x-axeln.
In*x _(Inx)*
X

ar strangt avtagande 1

Funktionen f (x)=

intervallet e3 <x< e6 eftersom

X-21nx-l—1-1n2X

2Inx—In>x
' X
f'(x)= > = >
X X
| - Néire3SXSe6,sé’1éir
= nx( ; nx) x> >0, Inx>Ine’ =3lne=3>0
X och 2-Inx<2-3=-1<0.

. 3 6
<0, nir e” <x<e

Dessutom ar
_(ne’)* 9

3
[ f (e ) 3 —7;'>'O
(& c
62
o f(e6):(lne—6)=%>o
€ €

vilket ger att grafen till funktionen f ligger ovanfor x-axeln i

intervallet |:€3 e’ } .
Vi ritar en figur.

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 19.5.2010 e

lt

AN

s v

3 (A
X= Y=

Arean av ett ytelement &r dA= ydx, vilket ger att arean ar

¥ ¥ < In?x
A= [ dA= ] ydx= [ d
63 63 63
o0 S(X)=Inx och u(x)=x2
2 1

= I (Inx)“ - — dx { {

&S X s'(x)=— och U(x)==x>
u(s(x)) s'(x) X 3

e61 3

:/—(lnx)
, 3
e’ T —



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

3 3
:l(lne6) —l(lne3) ‘logaaX =X 3
3 3 b) Funktionen f:[-1,1] >R, f(x)=49x—x> &rudda
:1-63 _1‘33 eftersom
3 3 \/
f(=x)=9(=x) = (%)’
=%(216—27)=@=63

Svar Arean ar 63. =4 =(9%x=X)
9 =3 (9x-x)°

=—f(x)

a) Kurvan y=-—/9- x> &r den nedre halvcirkeln i en cirkel med _ o . )
Eftersom integrationsintervallet [—1, 1] dr symmetrisk med

medelpunkten 1 origo och radien 3, eftersom

y=— /9_X2 avseende pé origo, sa ir
y?=9-x* | y<0,-3<x<3 1 I
X2+ y? =3 1\3/(9X—X)3:If(x)dx:0
-1 -1
Vi far Svar a) _97”

3

j—\/9—x2dx b)0

halvcirkelns area

3
=—J\/9—x2dx r’
-3

ar A=——
2




Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 19.5.2010 e

10

ur tabellbok:

~3x
JdeX jf’gdx:fg—jg’fdx

g f’

Svar —%Xe ——€ +C



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e
Prov 2 2
1 a) jesdx:e5x+C
a) j(x3—3x2+5x—6)dx
o s(X)=5x och u(x)=¢e”
:lx4—3-lx3+5-lx2—6x+c b) Ie ax X
4 3 2 s'(x)=5 och U(x)=e
LN BN e :lj e .5 dx=1 X 4C
4 2 5¢ —— - 5 ——
u(s(x)) s'(x) U(s(x))
b) c)
3 2
IX —3x7+5x-6 s(X)=5x och u(x)=5"
X jSSXdX 5X
s'(x)=5 och U(x)=—
:J‘(xz—3x+5—éjdx 0 > 0 In5
X
5X
1 5% 1 5
—lx3—3-lx2+5x—6jldx :gf I dX:g‘ In5 +C
3 2 X —— - an—ﬂ
u(s(x)) s'(x) U(s(x))
1 3 3 »
=—X" ==X~ +5x—6In|x[+C | x>0 5x
3 2 5 .
= +C Svaret kan ocksé ges
1 5 3 5 . . 5In5
==X —=X" +5X-6InX+ :
3 5 pa denna form.
55x—1
= +C Svaret kan ocksa ges
In5

péd denna form.



Ellips 10 o Integralkalkyl o
3
a) j—d :—j —dx
1
:§1n|x|+C | x<0
1
=—In(-x)+C
3
x+1 X+1
b
) ‘[x -[(x+1)(x 1)
1
1 S(X)=Xx—-1och u(x)=—
= | ——dx X
Xx—1
s'(x)=1 och U(x)=Inl|x|
X—1
—— -
u(s(x)) s'(x)
=In|x-1]+C ‘X>1, vilket ger Xx—1>0
%/_/
U(s(x))
=In(x-1)+C

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010

:—zlnX+C
6

1¢1 1¢1 1
ZEI;dX—EI ;dx—J‘ ;dx

2InX—-3InXx—-6InX

2) 3)
_ §1n|x|— Linlxl= 9 nlxl+C x>0
2lnx 3Inx 6InXx
6 6 6
—7In X 7

= +C=——Inx+C
6 6

6

+C



Ellips 10 o Integralkalkyl

4

o 16sningar till vningsproven e

S(X)=2X+m och u(x)=sinx

F(x):jsin(zxm)dx

1

s'(x)=2

och U (X)=-cosX

:lj sin(2x+m) - 2 dX:—[—cosX(2X+n)] +C
2 2

(N —— -
u(s(x)) s'(x)

:—%cos(2x+n)+C

Eftersom F(rn)= % far vi ekvationen

—lcos(2n+n)+C _1
2 2
—lcos3n+C :l

2 2

2 2

C=0

Dvs. F(X) :—%cos(2X+n).

U(s(x))

uppdaterad 20.5.2010 e

Svaret kan ockséa ges pa en annan form:

cosinus for
F(x)= —%cos( 2X+m) supplementvinkeln:

cosa=—cos(m—a)

:—%-[—cos(n—(2x+n))]

1 cosinus for den motsatta vinkeln:
=—cos(=2x)
cos(—a)=cosa
=lCOSZX
2
Svar F(X):—%cos(2x+n) (F(x)zécoszx)



Ellips 10 o Integralkalkyl o
3)

Vi bestimmer tangentens ekvation for funktionen

f(x)=x>=x2+X+3 i x=0:
Derivatan ar

f(x)=3x> —2Xx+1.

Tangentens riktningskoefficienti x=0 ar k, = f'(0)=1.
Eftersom f (0)=3 sa gar tangenten genom punkten (0,3).

Tangentens ekvation ar
y—3=1(x-0) ‘y—yozk(x—xo)
y=X+3

Skarningspunkterna for kurvorna

y1:x3—x2+x+3od1y2:x+3:

Yi=Y>,

x3—x2+x+3=x+3

x2(x=1)=0

Xx=0 eller x=1

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

De funktioner som svarar mot kurvorna y, = x> —x% +x+3 och
Y, =X+ 3 dr kontinuerliga, vilket ger att kurvorna kan byta

ordning endast i skdrningspunkterna. Vi bestdimmer kurvornas
ordning 1 intervallet 0 < x <1 med hjilp av nigra testpunkter.

Yy =x> —x2 +x+3 | Yo =X+3 kommentar

= X

3% 3% Vi<V, nar0<x<1

Vi ritar en figur.

> Ui
= ""&’“ ®

=¥




Ellips 10

Arean ar

A:

Svar

o Integralkalkyl o

1

jdAzI(yz—ylym

|y, 2y, nir 0<x<1

1 (Y32 }
{{x+3 (x X +x+3)dx

Ll 13—(—1 04+1.o3j
4 4 3

1 1 1

_t—=—

43 12

Arean ar i )
12

16sningar till vningsproven e

6

uppdaterad 20.5.2010 e

Skérningspunkterna mellan kurvorna

ylzxz(xm_w2=x2—4x+4:

Yi=Y,

X2

=x% —4x+4
—4x+4=0

X=1
Vi ritar en figur.




Ellips 10

Arean ar

Svar

A

o Integralkalkyl o

1

1
jdA:j(yz—dex |y, 2y, kun 0<x<1
0 0

1
j(x2—4x+4—x2)dx
0

=|(-4x+4)dx

O'—.'—‘

7 —2x? +4x
0

212 44.1-(=2.0% +4.0)

=—2+4=2

Arean ar 2.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

7

En pérla 1 parlbandet uppstér nir kurvan

y=sinX, 0<x<m

roterar kring X-axeln.

_).J

Volymen av en pirla ér

V::Tnyzdx

ur tabellbok:

= In(sinx)z dx

sin2 le—lCOSZX
2 2

%



Ellips 10 o

Integralkalkyl

TT
:nj l—lcos2x dx
) 2 2

T

=7 T%dlecoﬂxdxj
0

02
T T

=T /lX—l-lJCOSZX-de
02 2 20

T 17,
=T ——0——-/sm2x

2
29—
0 u(s(x) s'(x)

o 16sningar till vningsproven e

2 4 0
n 1 T n’
=n| ———-(sin2n —sin0) [=n| = -0 |=—
12 4 2 2
2
Svar Pérlans volym ar B
r 2
jx(l—xz) dx
0
ux)=x>  s(x)=1-x°

U(x) :ix3 s'(X) =-2xX

2
LY RY(EO)
203

—é((l—zzf _(1-0)’)
1 3
= —g((—3) - 1)

SLYEEY B)

—4

W o

b)

2
JZX\/XZ —1dx
1

1

(x> =1)*- 2xdx

e T
u(s(x)) s'(x)

(x*—1)°

U (s(x))
3 3

I

W | N

)

[S1[%)

3

Il
N N W

& o

Svar a) 4% b) 243

uppdaterad 20.5.2010



Ellips 10 o Integralkalkyl o
9

a) Vi bestimmer nollstillena for funktionen f (x)= x* —1:

X°—=1=0

X==1

Vi ritar en figur.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e
Volymen ér
1
V= IdV | f (X) dr en jamn funktion.
-1
1
=2{dv
0
1
=2 I Ty 2 dx
0

1 2
=2nj(x2—1) dx
0

1
:2nj(x4-—2x2+4)dx
0

1
=2n/(lx5—%x3+xj
o\5 3

:2n(l—%+1—0j
5 3



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

b) Nollstdllena for funktionen f ar Xx==1. Toppens Y- 0 0 y = x2 _1
V=IdV=Inx%w
2

koordinat i parabeln &r f (0)= 0% —1=-1.
-1 -1 X" =y+1

Vi ritar en figur.

lé’j\ ZHI(y+l)dy

c) Omrédet roterar kring linjen Yy =—1, som gar genom parabelns

Volymen ir
topp.

Vi far volymen for den kropp som uppstdr genom att frén en
rak cirkulér cylinder (basradien 1, hojden 2) subtrahera
volymen av det ihaliga innandomet (se figur).




Ellips 10 o

YA

Integralkalkyl

rat el

?\\f

/

Volymen av det ihdliga innandomet &r

vlzjdv
-1
1
=2jdv
0

| symmetri

16sningar till vningsproven e

:2j‘nr2dx

0 =

Rotationskroppens volym ar

V=V

cylinder

Svar 2) %ngz3,35 b)

uppdaterad 20.5.2010 e
r=y—(-1)

x2—1+1:x2

2

-V, =7-1° 2=V, :2n—§n:§n (~5,03)

157 o) Smxs5.03
2 5



Ellips 10 o Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e
10
3t+4 fi}T f(ndt:fL(F(1+x2y—F(D)
Vi betecknar f(t)= s . Funktionen f ar kontinuerlig nir dx < dx
d d

t> 3 vilket gor att den har en primitiv funktion som vi

A4 152,

betecknar F(1)= J Si_2 s

Integralkalkylens huvudsats ger att

1+x?

j f(tdt=F1+x>)—F(1),

1

och da ar

Svar

= F+x) = F()

N —
=0

- |:'(1+x2):—x(1+x2) |F'(®)=f()

= f(1+x%)-2x

2
~3(1+x )+4-2x

51+ x%) -2

_3X 4T

5

X? +3

2X

6%’ +14x

6X° +14x
5% +3

5%*+3

f(t)=

3t+4
5t-2




Ellips 10 o

Prov 3

1
a)

J.(2x+3)4 dx

1 4
:EI(ZX+3) .2 dx

\—/_/HF‘

u(s(x))  s'(x)

(2x+3)° +C

—

U(s(x))

N | —

1
2

:L(2x+3)5 +C
10

Integralkalkyl o

S(X)=2x+3 och u(x)=x4

s'(x)=2  och U (x)=%x5

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010

1

1 S(X)=6-2X och u(x):xi

b)
J\/6—2xdx
:‘[(6—2x)2 dx
s'(x)=-2

1
:_lj (6-2%)2 - (=2) dx
2

—_— —

u(s(x))  s'(x)
1 2 2
=——-2(6-2x)2 +C
2 3

N

U(S(X))
1 1
:—5(6—2x)1-(6—2x)2 +C

:—%(6—2x)\/6—2x +C

Svar a) %(2x+3)5+c

b) —%(6—2x)\/6—2x +C

3
och U(X)=§X2



Ellips 10 o
2

Integralkalkyl o

. . X X C .
Funktionen F (X)= 12smz + IOCOSE + 8 dr en primitiv funktion

till funktionen f(X)=3cos§~—25hr§ om F'(x)=f (x) for

alla xeRR.

Pastaende: F'(x)=f(x) foralla xeR

Bevis:

FTX):[%ﬁ2ﬁn§AJOco&§+8j
4 5
=12Dsin§+lODcos§+0
4 5
=12-cos§-l+10-(—sin§)-l
4 4 5)5

= 3cos§—2sin5
4 5

=f(x) foralla xeR

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010 e
3

Parabeln X = y2 Oppnar sig till hoger och parabeln X =— y2 +2
Oppnar sig till vénster.

Vi bestimmer Y-koordinaterna for skdrningspunkterna mellan
kurvorna X; = y2 och X, =—y2 +2.

(1) [x=y?
(2)|x=—y% 42

‘ Inséttning i ekvation (2).

y?=-y>+2




Ellips 10

Integralkalkyl o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

Ytelementets area ar dA=(x, — X, )dy, vilket ger att arean ar

Svar

Az.l[dA

-1

1
(o
-1 3

_2.13 +2.1_|:—2-(—1)3 +2(—1):‘
3 3

2 2 2

=——4+2-——+2=2—
3 3 3

2
Arean ar 25 )

Anmarkning Man skulle ocksa ha kunnat berdkna arean genom
att forst spegla kurvorna med avseende pa linjen Yy = X, eftersom
arean som begréinsas av kurvorna bevaras vid spegling. D4 ér

ytelementet dA=(y, —Y,)dx och kurvorna dr y, = x> och

y2:—x2+2.

4
a)
2
I ? dx
X~ +1

s(x)::x3-+1 och u(x):-l
X

S s'(x)=3x> och U(x)=Inlx|

x> -1, vilket ger

x3+1>0



Ellips 10 o
b)

Integralkalkyl o

2 2 2
X dx:jx —4+4dX:I£x ~4 4 ]dx
X+2 X+2 X+2 X+2

:J‘((X+2)(X—2)+ 4 de

X+2 X+2

I(x 2+—]dx

1 > 1 S(X)=X+2 och u(x):l
=5x —2X+4| —— dx X

X+2 , o
u(s(x)) s'(x)=1  och U(x)=In[x
=lx2—2x+4 L 1 dx
2 X+ 2
—_—

-
u(s(x)) s'(x)

:%x2—2X+4ln|x+2|+C | x>-2, vilket ger x+2>0

:%xz —2x+4In(x+2)+C

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

c)

x> x> X
Ixz +2de:jmdx:fmdx

X+2— 2 (x+2 )
el
X+2 X+2 X+2

-J[1-335)e

1 S(X)=X+2och u(x):l
:jldx—zj—z- 1 dx X
X+

u(s(x)) s'?x) s'(x)=1 och U(x)=Inlx|

=x—2In|x+2[+C | x <=2, vilket ger Xx+2<0

=x—-2In(-x-2)+C
Svar a) lln(x3 +1)+C
3

b) %xz —2Xx+4In(x+2)+C
¢) X—2In(-x-2)+C



Ellips 10 o Integralkalkyl o
3)

Vi ger kurvan y =|x* -4 i styckvis definierad form:

5 x?—4, nirx>-4>0
y=lx* ~al= 2 2
—X"+4,nar x~ —4<0

x> —4, nir x> >4
2 )
—X" +4,nar X~ <4

-

x> —4, niar x<-2 eller x>2

|- +4,néir —2<x<2

Nollstéllen:

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

a) Rotation kring x-axeln. Vi ritar en figur.

%

(% %)

\3*.:. l )(l"""]

;13

\

R
\--..

Volymen ir

2
V = Inrzdx
)

2
= ZInyde
0

2
=2nj |x2 —4|2 dx
0

p

| symmetri

‘y:|x2 —4|
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2 2 Volymen dr
:an(x2—4) dx
0 4
. vV =[dv
=271 j(x —8X +16)d 0
0 :|x2—4|,—23x£2
g 4
=2n /( x> _EX +16xj :jnxzdy y:—x2+4
0
2
X" =4-y
:2n(l-25—§.23+16-2—0j
5 3 4
=n|(4-y)dy
2120 (<107) {
15
b) Rotation kring y-axeln. Integrationsgranserna ar =n/| 4 ( y_Ey )
2
y=0 och y=y(0)=|0 —4|=|—4|=4 :,{4.4_1.42_0)
Vi ritar en figur. 2
=81 (~25,1)
Svar a) %n (~107)
b) 8t (=25,1)




Ellips 10 o Integralkalkyl o
6

Parabeln y= a’x* -a Oppnar sig uppét, eftersom a’>0.

Grafen till parabeln ligger under x-axeln mellan nollstéllena.
Parabelns nollstéllen:

a’x>—a=0
a’x’ =a ‘:a3(>0)
1
X2 :—2
a
1
X=t |— ‘\/a2 =|a|
2
a
1
X=t— |la>0
al
1
X=+—
a

Vi ritar en figur.
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Ytelementets area d&r dA=—ydx, vilket ger att arean &r

Svar Arean ar 1%.

Anmarkning I uppgiften skulle vi ocksa ha kunnat utnyttja att
funktionen dr jamn och att integrationsintervallet 4r symmetrisk

med avseende pa origo.
1

a
A= j (—a3x2 +a)dx=2 (—a3x2 +a)dx=...:1§.

O — \»—A

QO [ =
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. . _ -0.89t cm’
Insulinet avges med hastigheten v(t) =0,52¢ Aygn'

Mingden avgivet insulin under de 30 forsta dagarna ar da

30

1(t) = j v(t)dt

0

30
= [0,52¢ "t
0

30
__952 [ e -(-0,89)dt

(S
0,89 0 u(s(x)) s'(X)

_ 0,52 3/0 o089t

0 ——
0,89 U (s(x))

_ 0,52 (670,89-30 _e™® 89-0)
0,89
_ 0,52 (e—26,7 _ 1)
0,89

~0,58 (cm?)

Svar: 0,58 cm’
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8

Vi delar in intervallet [0,4] i fyra lika langa delintervall. Varje

delintervall har da langden 1.
Vi ritar en figur.

A

R W= U~

1 & D N
Funktionen f ér stringt viixande i intervallet [0,2], vilket ger att

den 1 varje delintervall antar sitt storsta véirde 1 intervallets hogra
andpunkt och sitt minsta virde 1 intervallets vinstra &ndpunkt.

Funktionen #r stringt avtagande i intervallet [2,4], vilket ger att

den 1 varje delintervall antar sitt storsta virde 1 intervallets vinstra
dndpunkt och sitt minsta vdrde i intervallets hogra andpunkt.
Vi uppskattar arean med under- och 6versummorna s, och S,.
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\‘ﬁ " Ytelementets area &r dA = vdx, vilket ger att areans exakta virde
ar -
" 4 4 - "(.\x [ ‘D
A:jdA:jydx
a, 0 0
4 C
g :I(4x—x2)dx §
0
i - =
1 A 1 _. \ "X
_ 2 1.3 _ Ly
_{(2X 3X j Ké L{X )fx-:o X:H
O SVL IS Y E B U S S Y
3 3 3

Undersumman ar
s, =f(0)-1+ f(1)-1+ f(3)-1+ f (4)-1

=0-1+3-1+3:1+0-1=6
och dversumman dr
S,=f 1+ f(2)1+f(2)-1+f(3) 1
=3-1+4-1+4-1+3-1=14

vilket ger att 6 < A<14

Vi bestammer vilketdera virdet som dr noggrannare.

A-s,|= 102—6 :42 och
[A=s,]

3 3

2 1

|A—S”zb0——14:3—
3 3
vilket ger att versumman dr noggrannare.

Svar s, =6 och S, =14.

- , . 2
Oversumman dr noggrannare eftersom arean ar 105.
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9

Vi ritar en figur.

g - h
A\ én\f;{ = andX

Paraboloidens volym é&r
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Vi far ekvationen
52 1 h?
— T =—-—T7
2 2
sz—lh2
2
h2 s>0
S=cy|—
2 h>0
L
J2
Delarnas hojder ér
h h
S=—— och h-s=h-—=
J2 J2
h 1
Svar — och |1-—|h
& %)
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10
f(x):x3 —4a’x
F(x):J. (x3 —4a2x)dx

1

—4a’ -lx2 +C
:%x4 —2a’x*+C

Eftersom F(2)=4 s& far vi ekvationen

124 94202 ,cy
4
2
4-8a”+C=4
C=8a’

Dvs. F(x):%x4 —2a%x? +8a’.

derivatan av funktionen F.

F'(x):x3 —4a’x

Minsta virdet for funktionen F &r 0. Vi gor ett teckenschema for
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Derivatans nollstéllen:
x> —4a’x=0
x( x2 — 4a 2 ) =0

x=0 eller X2 —4a2 =0

x? =4a’
x=++4a>
x =+2|al
X=x2a
1) Om a =0 sa har derivatan endast ett nollstédlle x=0.
Teckenschema:
X — -
x> + +
F'(x) — +
FOO | —"
0 X
globalt

minimistélle

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010 e

Eftersom funktionen F 4r kontinuerlig antar funktionen F,
enligt teckenschemat, sitt minsta virde1 X =0.

V1 far ekvationen

F(0)=0
i~04—2a2-02+8a2:0
8a’ =0

a’=0

a=0

Dvs. a =0 duger.

2) Om a >0, sa har derivatan till funktionen F nollstdllena
X=0 och x=%2a.

Teckenschema:
N N N R N
x* —4a’ + — — + 2a N2 X
F'(x) - + — +
FoO [ [ —
-2a 0 2a X
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Eftersom funktionen F 4r kontinuerlig sa antar funktionen F, 3) Om a<0 sa har derivatan till funktionen F nollstdllena
enligt teckenschemat, sitt minsta virde1 x=-2a elleri X=0 och x=%2a.
Xx=2a. Teckenschema:
X J— —
Eftersom - - \ /
1 4 2 2 2 x> —4a’  + - _ + ! MG
e F(-2a)=—-(-2a)" -2a“-(-2a)” +8a 2a \="2a X
4 F'(X) — + - +
=4a* -8a* +8a’ F(x) T~ _— T — >
_ X
—_4a% 1832 2a 0 2a
e F(2a)= 1 (2a)*—2a%-(2a)” +8a2 Eftersom funktionen F &r kontinuerlig, si antar funktionen F,
enligt teckenschemat, sitt minsta virde 1 x=-2a elleri
4 2 X=2a.
=—-4a’ +8a
Eftersom
. : o syt
s antar funktlo.nen F sitt minsta vérde 1 X + 2a. o F(_2a)=_4a* +8a>
Eftersom det minsta vérdet ar noll, far vi ekvationen 4 5
F(iza)zo [ ] F(2a):_4a +8&
—4a*+8a% =0 sd antar funktionen F sitt minsta virdei1 Xx=z12a.
Eftersom det minsta vérdet ar noll, far vi ekvationen
4a’ (-a’ +2)=0 F(+2a)=0 | Se punkt 1.
2 2
4a” =0 eller —a~ +2=0
a=0 eller a=++2 \a<0
2 2
eller a2
a=0 eller a=++/2 \a>0 Punkterna 1,2 och 3 ger att a=0 eller a=+2.
a=v2 Svar a=0 eller a=++2
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