Ellips 12 o Numeriska och algebraiska metoder o
Prov 1

1

a) 1) 1234=1,234-10° ~1,23-10° =1230

b)

[
3 st

ii) 19,876 =1,9876-10' ~1,99-10' =19,9
iii) 0,003066 =3,066-107 ~3,07-107> = 0,00307

Anmarkning. Nollor i borjan av decimaltal har ingen betydelse ndr man

avrundar till ett visst antal gillande siffror eftersom de forsvinner niar man
skriver om till tiopotensform. Darfor sdger man ofta att nollor 1 borjan av

decimaltal inte dr gdllande siffror.

Observera ocksé att talet 0 &r ett specialfall. Det dr inte relevant att tala
om avrundning av talet O till ett visst antal gillande siffror, eftersom talet
0 inte kan skrivas i en tiopotensform dér talet fore tiopotensen ligger i
intervallet [1, 10[ (vilket géller for alla andra tal).

1) Exakta viardetar T = Je och nirmevirdet dr L [ 1,65. Felet ar
T-L 0 Ve-1,65 [1-0,001278..., absoluta felet dr
OT 0 OT = L0 [0,001278... och relativa felet ar T T [ [
0,001278... e [10,0007755... ~0,0008 1 0,08 %.

i1) Exakta vardet &r T [] sin 1 och ndrmevardet 4r L [ 0,84. Felet ar

T—-Lsin1-0,84 [10,00147..., absoluta felet ar
OT 0 OT = L0 [10,00147... och relativa felet & T T [ [

0,00147...sin 1 [10,00174... = 0,0017 [J 0,17 %.
a) 1) 1230 1ii) 19,9 iii) 0,00307
b) 1) felet —0,001278..., absoluta felet 0,001278..., relativa
felet ungefar 0,08 % 1ii) felet 0,00147..., absoluta felet
0,00147..., relativa felet ungefar 0,17 %

Svar

16sningar till vningsproven e

2
a)

b)

uppdaterad 20.5.2010 e

2x3 +3x% + X

= X(2X? +3x+1)

| gemensam faktor

Nollstillen for polynomet 2x* 3x 1:

_3+432-4.2.1 31 _{—%

X

2-2 4

Dvs. 2x> 3% 111 2(x=(=))(x=(=1) 0 (2x D 1), vilket ger
2X3 4+3%% + X = X(2X? +3X+1) = X(2X + 1)(x+1).

Termerna i polynomet —4x> 3x — 1 har inga gemensamma faktorer och
man hittar inte pa ett enkelt séitt ndgra faktorer med hjélp av
minnesreglerna eller gruppering. Dérfor forsoker vi faktorisera med hjilp
av nollstéllen. Faktorer i den konstanta termen &r [11 och faktorer i
hogsta grads termen dr [14, [12 och [1, vilket ger att mdjliga rationella
nollstillen ar 11, 02 och 4. Test visar att X [J 1 r ett nollstélle:
—4.13.-1100. Polynomet ar da delbart med binomet (X — 1). Vi
dividerar polynomen med hjélp av trappan:

4 —4x -1
x—1|-4x C3x 1
+ 4 F 4%

—4x* 3x. 1
+ 4% F 4x
- x. 1
+ X F1
0
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Dvs. —4x> 3x — 1 [1 (x — 1)(=4x* — 4x — 1). Minnesreglerna ger ytterligare

att
—4X? +3x+1=(Xx—1)(=4x2 —4x-1)
=—(x=1)((2%? +2-2x+1)
=(1-X)(2x+1)?
Svar  a)x(2x + D(x + 1) b) (1 —x)(2x + 1)

3

Vi skall visa att funktionen f(x) ] —x° 12x — 17 har exakt ett nollstille.
Funktionen &r en deriverbar och kontinuerlig polynomfunktion. Vi gor ett
teckenschema for funktionens derivata. Derivatan ar

f'(x) [ =3x* 10

Derivatans nollstillen och graf:

3x2+12=0 f
2 T \2
x2 =4

X=42. _/ \_

Teckenschema:
-2 2
f’ - + -
Funktionsvdrdena i extrempunkterna:
f(=2)=—(-2)> +12-(-2)-17=-33
f(2)=-2>+12-2-17=-1.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

I intervallet [-2, oo[ finns inga nollstillen, eftersom funktionens storsta vérde
1 det hér intervallet dr —1 enligt teckenschemat. Eftersom funktionen &r
strangt avtagande i intervallet ]—oo, —2[, s finns det hogst ett nollstille i
intervallet. Dvs. funktionen har hogst ett nollstélle i hela R.
Eftersom

f(-5)=48>0 och f(-4)=-1<0
och funktionen f &ar kontinuerlig 6verallt, sa har funktionen f, enligt
Bolzanos sats, atminstone ett nollstélle i intervallet ]-5, —4[. Eftersom

funktionen samtidigt enligt ovan har hogst ett nollstélle, sa far vi att den har
exakt ett nollstélle. [

a) Vildser ut roten X ur ekvationen —x° 12x — 17 [1 0 p4 foljande sitt:
x> +12x-17=0
X3 =12x-7
x=12x-7.

Vir iterationsfunktion blir di g(x) =3/12x—7 . Vi viljer Xo [] —4 som
startvirde och tabellerar resultatet:

Xn Pa raknare:

-4 1) -4 EXE

~4,020725759... 2) 3*J(12Ans-17)
—4,025847391...
—4,027111014...
—4,027422657...
—4,027499509...
~4,02751846...
—4,02752313...

N NN R W= | O | D

Roten ser ut att vara —4,028 med tre decimalers noggrannhet.
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b)

Numeriska och algebraiska metoder o

Vi visar ocksa noggrannheten i svaret: Eftersom

f(-4,0275)=-9,04...-10% <0
f(—4,0285)=0,035...> 0,

s ger Bolzanos sats att nollstillet ligger i intervallet 1-4,0275; —4,0285].

Ett ndrmevirde for nollstéllet med tre decimalers noggrannhet dr da
—4,028.

Vi viljer t.ex. utgaende fran grafen pé en grafisk ridknare intervallet
[_45 la _4’0]'

f(—41)=27...>0

f(-4,0)=-1<0
Bolzanos sats ger att det finns ett nollstélle i intervallet ]-4,1; —4,0[. Med
gaffelmetoden véljer vi ett nytt intervall, t.ex. [-4,03; —4,01].

f(-4,03)=0,09...>0

f(—4,01)=-0,63...<0
Bolzanos sats ger att det finns ett nollstélle i intervallet 1-4,03; —4,01].
Vi fortsitter med gaffelmetoden. Slutligen hittar vi ett intervall som
innehaller nollstillet och vars tal avrundade till tre decimalers

noggrannhet ger samma tal. T.ex. intervallet ]-4,0275; —4,0285[. Rotens
niarmevérde dr da —4,028.

Svar  a)-4,028 b)—-4,028

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010 e

4
2 P(x)  —2x*-7x3-7x?-2x
M (X) —X
I 2V B RV _7y2 _
_ 2X N TX N TX N 2X a+b23+9
—X —X —X —X c ¢
=2x3+7x2 +7x+2 %:a“s
a
b) P(x)=-2x*-7x3-7x? -2x | a-fallet

=—X(2X3 +7X? +7x+2)

Genom att dividera polynomet 2x* +7x% +7x+2 med trinomet
T(X) =2x?+3x+1 t.ex. med hjilp av trappan, ser vi att divisionen gér

jamnt ut och kvoten & X+ 2. Dvs. om vi dividerar polynomet P(X) med

trinomet T(X), far vi polynomet —X(X+2) =—X? —2X.
c) Utgdende fran punkterna a och b far vi att
P(X) = —X(2X3> +7X> + 7X +2)
=—X(X+2)(2x? +3x+1),

vilket ger

PO _ —X(2x* +3x+1) = -2%*> =3x* - X.
X+2
b) —x% -2x

Svar a) 2x3 +7X> +7x+2 c) —2x* —3x2 —x
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3)
Newtons algoritm: X,,, = X, —ﬁ .

F'(xy)

Eftersom x=310 < x3=10 < x*-10=0,

sadr x=410 det enda nollstillet till funktionen f(x) O x* — 10. Vi tillimpar

Newtons metod pa denna funktion. Funktionens derivata &r f'(x) [1 3x7,
vilket ger rekursionsformeln

31
%10 _, —%xn+31—02:l 10
X

X1 = X, — = —.
n-+1 n 2 n 3 2
3X; o 3X;

Viviljer Xy [1 2 som startvérde.

10
_2 —
X =3 2455 =21666...
X, :%-2,1666...+L:2,15450...
3-2,1666...2
X; =2,154434 ...
X, =2,154434 ...

Talet 2,15443 ser ut att vara ett nirmevéarde for %/E med fem decimalers
noggrannhet. Vi kontrollerar resultatet: eftersom

f(2,154425)=~1349...-10% <0
f(2,154435)=4316...-10° > 0,

sa ligger nollstdllet, enligt Bolzanos sats, 1 intervallet ]2,154425; 2,154435].
Talet 2,15443 ar da ett narmevérde for nollstdllet med fem decimaler.

Svar 2,15443

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

6

In(X +2)

Vi undersoker funktionen f (x) =
X+1

Vi beréknar ett ndrmeviarde for derivatan med hjélp av centraldifferensen:

(%)

2h
Nudr h=0,001; X, =0 och f(x) =M, vilket ger
£(0) ~ f(0+0,001)— f(0-0,001)
2-0,001
_ £(0,001)—- f(-0,001)
0,002
In(2,001) B In(1,999)
_ 1,001 0,999
0,002
=-0,193147207...
Vi berdknar ett exakt viarde for derivatan:
f(x) = In(X+2)
X+1
1
——(X+1)—=1-In(x+2)
fr(x)=X+2 x=0
(X+1)?
; ‘1-1In2 1
f'0)==———=——1n2.
0) i >
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b) Ekvationen 2x (] e X ir ekvivalent med ekvationen e — X [1 0. Dvs. vi

Absoluta felet ar sOker nollstéllen for den kontinuerliga och deriverbara funktionen
Ax=|(+~n2)-(-0,193147207...)| = 0,00000002648... och g(x) [1 ™ —x. Vifaratt g'(x) [ —e™ —1<0 6verallt, vilket ger att
funktionen g har hogst ett nollstdlle. Rekursionsformeln for Newtons
relativa felet dr metod ar
... X Xh _x X _x
_Ax__ DOODUODO20S... _ 0,000000137...=1,37-10 % Ky =Xy =2y €T Ky €T TR
‘Z—IHZ‘ ‘Z—an‘ g'(x,) —e % —1 e +1
Vi vilj tartviarde Xo [1 1. Vi fa
Svar £'(0) ~ —0,193147....; relativa felet &r1,37-10~7 1 vasjer som startvarde %o Lt
-1 _
A L_0,53788...
e +1
e 053788 _(),53788...
7 X, =0,53788...+ O ] =0,56698...
) Taylorpol y X; =0,567143...
a) Taylorpolynomet &r
ylorpoly X, =0,567143...

, f "(0) 2 f ”I(O) 3
Py ()= 1(0)+ T'(0)x+ X XT+ 31 X" Med fyra decimalers noggrannhet ser 16sningen ut att vara 0,5671. Vi

kontrollerar resultatet: eftersom g dr kontinuerlig (summan av en
exponentialfunktion och den identiska funktionen) och

Vi beriknar derivatorna for funktionen f.

f(x)=e™+x, f(0)=1 9(0,56705) =1,462...-10% >0
f'(x)=-e>+1  '(0)=0 9(0,56715)=-1,051...-1075 <0,
f'(x)=eX, f7(0) =1

sa ger Bolzanos sats att det finns ett nollstélle i1 intervallet
f7(x)=—e%, f"(0)=-1 10,56705; 0,56715[. Avrundat till fyra decimaler ir nirmevirdet for
Vi fir att nollstéllet 0,5671.

1 1 Sedan I6ser vi ekvationen 2x [ P3(x). Vi far att
P(X)=1+=x>—-—x3.
3(X) T 2x=Py(x) o 2x=-Ix +1x?+1

& —1xX+Ix2-2x+1=0 |6

& X =32 +12x-6=0.
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Dvs. vi soker nollstéllen for funktionen h(x) [ x° — 3x* 12x — 6.

Derivatan h'(x) [ 3x* — 6x 12 ger att rekursionsformeln for Newtons
metod &r

h(x,) N X3 —3X2 +12%, -6 2%} —3x2 +6

=X, — = = .
MU R, T 3x2—6x,+12 3x2—6X, +12

Vi viljer igen Xo [ 1 som startvédrde. Vi far att

X [10,555555...
X2 [10,564707...
X3 [10,564719...
X4 [10,564719...

Losningen ser ut att vara 0,5647 med fyra decimalers noggrannhet.
Eftersom h dr en kontinuerlig polynomfunktion och eftersom h(0,56465)
1-6,617...-107 70

h(0,56475) [12,951... - 107 [0 0,

sa ger Bolzanos sats att h har ett nollstélle i intervallet
10,56465; 0,56475[. Dvs. ett nirmevirde for 16sningen med fyra
decimalers noggrannhet ar verkligen 0,5647.

T 10,5671 ér ett nirmevarde med fyra decimalers noggrannhet for roten
till ekvationen 2X [ e X och L [] 0,5647 ir ett nirmevirde med fyra
decimalers noggrannhet for ekvationen 2x [] P3(X). Relativa felet dr da

T-L] [0,5671-0,5647|
Tl Jos67]]

=0,004232...~0,42 % .

Svar  a) P3(x)=1+%x2—%x3 b) 0,5671; 0,5647 ¢) 0,42%

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010

8

6

J-f(X)dXzO,S-(%f(2)+ f(2.5)+ f3)++ 1(55)+11(6))

Svar

=0,5-(1,575+3,62+4,55+---+3,95+1,875)
=17,335

17,335
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Prov 2

1

a) Anta att 6vre ndrmevérdet dr L. Relativa felet 4r 2 % och L [ 3, vilket
ger

L-3=0,06
L =3,06.

Relativa felet for narmevirdet f(L) [1 L’ i jimforelse med det exakta
vérdet f(3) 0 3% 4r da

%333—30 % _ %33 ‘333’063 % ~0,061208~ 6 %.

b) Anta att det nedre ndrmevérdet dr L. Relativa feletér 5 % och L [1 8,
vilket ger

& =0,05
8

& =0,05
8
8—L=04
L=7.,6.
Relativa felet for narmevirdet f(L) [ L* i jimforelse med det exakta
virdet f(8) I 8% &r da
8- [88-7.6°]

‘ % |—‘ 2 |—0,142625z14%.

Anmarkning. Relativa felet for nirmevérdet L* 0 L - L - L for produkten x°

1 X+ XX ar ganska exakt tre ganger storre dn relativa felet nir ndrmevérdet
L jamfors med exakta véirdet X.

Svar a) ungefdr 0,0612 b) ungefir 0,1426

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 20.5.2010 e
2

Rotterna till ekvationen X° — 3x 1 [0 0 d&r samma som nollstillena for
funktionen f(x) [ X’ —3x 1. Funktionen 4r en kontinuerlig polynom-
funktion.

1) Viberdknar funktionens virde i &ndpunkterna av intervallet [1, 2]:

f(HO1P-3-110-100
f2)02°-3.210300.

Eftersom vérdena har olika tecken, s& ger Bolzanos sats att funktionen har
atminstone ett nollstille 1 intervallet |1, 2.

2) Funktionens derivata ar f'(x) [ 3x* — 3. I intervallet ]1, 2[ ér
f'(x) 13x*=303-1>=3 110,

vilket ger att f &r strdngt vdxande i intervallet [1, 2]. Funktionen f har da
hogst ett nollstélle i intervallet [1, 2].

Punkterna 1 och 2 ger att funktionen f har exakt ett nollstélle i intervallet
[1, 2], dvs. ekvationen X° —3x 1 [ 0 har exakt en rot i intervallet [1, 2].0]

a) Vi bestdmmer ett ndrmevérde for roten med hjilp av halveringsmetoden.

Intervall IIrlllff tgl 2;111?2 f(c)
[1, 2] 1,5 -0,125 110
[1,5; 2] 1,75 1,109... 10
[1,5;1,75] 1,625 0,416... 0
[1,5; 1,625] 1,5625 0,127... 110
[1,5;1,5625] 1,53125 —-0,003... 10
[1,53125; 1,5625] 1,546875 0,06... 10
[1,53125; 1,546875] 1,5390625 0,02... 70
[1,53125;1,5390625] 1,53515625 0,01...170
[1,53125;1,53515625] 1,533203125 0,004... 0 0
[1,53125; 1,533203125] 1,532226563 0,0005... 1 0
[1,53125;1,532226563] 1,531738282 —-0,001... 1 0
[1,531738282; 1,532226563]
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b)
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Alla virden 1 det sista intervallet avrundas till talet 1,532 om man ger
nidrmevirdet med fyra géllande siffror. Dvs. roten given med fyra
géllande siffror ar 1,532.

Vi bestimmer ett ndirmevirde for roten med hjélp av Newtons metod.
Rekursionsformeln ar

FX) _

e X3 —3%,+1  2x3 -1
n+l1 n f’(xn) n

X = :
3x2-3  3x2-3

Vi viljer t.ex. Xo [] 2 som startvirde. Vi far

x1:§:§:1,666...

X, =1,5486...
X; =1,53239...
X, =1,53208...

Roten ser ut att vara 1,532, givet med fyra géllande siffror. Vi kontrollerar
noggrannheten: f(1,5315) [1 0 och f(1,5325) [J 0, vilket ger enligt
Bolzanos sats att funktionen f har ett nollstélle i intervallet

11,5315; 1,5325][. Roten dr da 1,532, givet med 4 géllande siffrors
noggrannhet.

Svar  a)1,532  b) 1,532

16sningar till vningsproven e

3

Vi dividerar med trappan:

uppdaterad 20.5.2010 e

—xt—x-1 Observera att:
—x 1 ‘ X 1 — termernas ordningsfoljd dr ombytt i
¢ 0% nédmnaren o
. ; — de tomma platserna i téljaren
FX 00X

X 1
FxO1
2

Kvoten ir di —x> — X — 1 och resten 2.
Dvs.
X*+1 o,

2
X" =X=1+—,
1-x

vilket ger delningsekvationen
X3 +1=(=x>=Xx=D)(1-x)+2.

Svar
kvoten —x* —x — 1
resten 2
delningsekvationen x> +1=(=x? - x-1)(1-X)+2
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4
Vi far
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f(x)=0
x2008 4 x2006 4 2007x =0
X(x2907 4 x2005 1 2007) = 0

x=0 eller x2907 4 x200512007 =0.
g(x)

Funktionen f har dtminstone ett nollstdlle x [1 0. Vi skall undersoka om
funktionen @ har nagra nollstéllen. Derivatan dr

g'(X) = 2007x2006 1-2005x2004 = 2004 (2007x2 +2005).
20 >0

=0 bara nar Xx=0

Derivatan dr atminstone noll dverallt och noll endast i en enstaka punkt
X [10, vilket ger att ¢ &r stringt vixande i hela R. Da har funktionen g hogst
ett nollstdlle, vilket ger att funktionen f har hogst tva nollstillen. Eftersom

g(=2) = (=2)2907 4 (~2)20%5 4 2007 < 0
—_
<-2007 <0
g(=1) = (=12907 4 (=1)2005 1 2007 = —1 —1+2007 = 2005 > 0

och g dr kontinuerlig, ger Bolzanos sats att ¢ har ett nollstélle i intervallet
]2, —1[. Dvs. funktionen ¢ har ett nollstdlle som dr mindre &n det nollstille
X [1 0 for funktionen f som vi hittade tidigare. Funktionen f har da exakt tva
reella nollstéllen. [

Vi bestimmer ett nirmevérde for det mindre nollstillet for funktionen f, dvs.
det enda nollstillet for funktionen g. Grafen till funktionen g dr starkt
fallande niar man forflyttar sig fran vardet X [ —1 till vénster. Tangenterna ar
ndstan lodréta, vilket ger att iteration med Newtons metod konvergerar
mycket langsamt mot nollstillet. Vi hittar nollstdllet mycket snabbare genom
att anvénda gaffelmetoden och rdknaren. Gaffelmetoden kan tillimpas t.ex.
pa foljande sitt:

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

g(=1,1) 110, g(-1,01) 00, g(-1,001) 0, g(~1,005) 10,
9(=1,004) (10, g(~1,003) (1 0, g(~1,0035) (0.

Vi ser att nollstéllet ligger i intervallet ]-1,0035; —1,003], vilket ger att
nollstéllet givet med tre decimalers noggrannhet dr —1,003.

Svar -1,003

5
a) X’ —2x 500

Rotformeln ger

C244(-22-41-5 2+-16
_ ==

2-1

X

Diskriminanten dr negativ, vilket ger att det inte finns négra reella rotter.
De imaginéra rotterna ar

L 2EIVI16 24
2 2

=112i.

b) x*+2x2 =3
x4 +2x2-3=0

Vi betecknar x* [ t, vilket ger

t2+2t-3=0
t_—2i1/22—4-1-(—3) 24416 2+4
2-1 2 2
t=1 eller t=-3
x2 =1 eller x2 =3

X==1 eller X=ii\/§.

Svar  a) x=1+£2i b) X =11 eller X =+i/3
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6
X3 —4.5x2 +4x+2,5=0 12

2x3 —9x%2 +8X+5=0

Den senare ekvationen har endast heltalskoefficienter. Faktorer i den
konstanta termen 5 dr +£1 och £5. Koefficienten 2 for hogsta grads term har
faktorerna *+1 och +2. M&jliga rationella rotter till ekvationen dr di +1, +1

> =7

+5 och i%. Test visar att ng ar en rot:
2:(3)’-9-(3)* +8-2+5=0.

Eftersom x =3 r ett nollstéille till polynomet P(X) [] 2x* — 9x> 8 5, sd &r

polynomet delbart med binomet 2(X— %) =2X-5. Vi dividerar med hjilp av

trappan.
X — 2x—1
2X—5| 2xX’ -9, 8x. 5
F2x 0 5%

—4x*. 8. 5

+ 4x* F 10x
- 2X. 5
+ 2XF5
0

Ekvationen 2x° — 9X2_ 8x 5 [1 0 kan skrivas om till produktformen
(2x — 5)(X* = 2x — 1) [1 0. Vi bestimmer de dvriga rotterna:
x?-2x-1=0
244(-2)%—4-1-(-1 + +
25 AEEES) :z_zﬁ:z_iﬁzli@

Svar x=3=21, x=1+2

16sningar till vningsproven e
7

Vi skall bestimma rotterna till ekvationen sin X — 2¢” [1 0, dvs. nollstillena
for funktionen f(x) [ sin X — 2¢*.

uppdaterad 20.5.2010 e

Algoritmen for allménna sekantmetoden &r

X, —X
X, = X, — F(X n_“n-l
n+1 n ( n) f(Xn)— f(Xn_l)
= X, — (sin X, —2e*n)— Xn = %o , nN=12,...

sin X,, —2e*n —sin X,_; +2e*-!

Startvdrdena X [/ —4 och X; [1 -2 ger

X2 [1-3,241980... Pa réknare (TI):

X3 [1=3,219200... —4— A ENTER

Xq [ =3,221473... -2—B ENTER

Xs [1-3,221470... B-(sin B-2¢"B)(B-A)/(sin B-2¢"B-sin
A+2e"A)—C: B—A:C—B
Vi trycker upprepade ganger pd ENTER-
knappen.

Roten ser ut att vara —3,221, givet med fyra gillande siffror. Vi undersoker
noggrannheten: Eftersom f ar kontinuerlig och

f(-3,2205) (1 —0,001... 1 O

f(=3,2215) 113,1...- 107 (10,

sd ger Bolzanos sats att funktionen har ett nollstille 1 intervallet
1-3,2205; —3,2215[. Dvs. nollstdllet &r —3,221, givet med fyra géllande
siffror.

Svar -3,221
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Vi berdknar forst funktionsvédrdena
f(0) :cosg:coso =1

och

T 1
f(n)=cos—=—.
(1) cos3 5

Dvs. interpolationslinjen gér genom punkterna (0, 1) och ([, %). Linjens
riktningskoefficient ar
1-1
k=—2= —L, och
0-m 27

interpolationslinjens ekvation &r

1
—]=——(x—-0
y 2n( )

y——ix+l
2n '

Linjér interpolering ger

f(0,5) ~ —2L~0,5+1 =0,92042...~0,9204.
T

Relativa felet ar

05
(0.5 —0,9204| _ %COSa 09204 .. 6.7%.

| f(05)

Svar y = —2L x+1, f(0,5)~0,9204, relativa felet 6,7 %
i
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Prov 3

1

a) 1) Néarmevérdet skrivet pa formen 0,067050 anger att svaret har
avrundats till 6 decimalers noggrannhet. Enda séttet att skriva
narmevérdet 1 tiopotensform sé att informationen om noggrannheten
bibehalls dr 0,067050 (16,7050 - 1072, Koefficienten har 5 siffror,
vilket betyder att antalet gédllande siffror dr 5.

ii) —670,50 11 —6,7050 - 10, vilket ger att antalet gillande siffror &r 5.

111) Narmevérdet dr fardigt 1 tiopotensform, vilket ger att vi direkt ser att
antalet gdllande siffror dr 4.

b) 1) Nir ett ndrmevérde ar skrivet i tiopotensform anger antalet siffror 1
koefficienten avrundningsnoggrannheten. Antalet siffror 1
koefficienten dr samma som antalet géllande siffror. Om man har
avrundat till 4 géllande siffror, sa skriver man 670500 [1 6,705 - 10°.

ii) P& motsvarande sitt med 5 gillande siffror: 670500 [ 6,7050 - 10°.
iii) P4 motsvarande sitt med 6 gillande siffror: 670500 (1 6,70500 - 10°.
Svar a)i)5 i) 5 i) 4

b) i) 6,705 - 10° ii) 6,7050 - 10° iii) 6,70500 - 10°

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

2

a) Funktionen f(X)= xVX 50 ir deriverbar i intervallet X > 1 (och da
ocksé kontinuerlig) eftersom

f(x)=x¥* ~50 ‘ b_clnab _ bina

= elnxﬁ -50

b
elna® _.blna

= eVxInx _5(

och exponentialfunktionen, kvadratrotsfunktionen, logaritmfunktionen
och den konstanta funktionen ar deriverbara i sin definitionsméngd.

Vi soker ett heltalsintervall dér funktionen byte tecken. Vi tabellerar
ndgra vérden:

X | f(x)= xV* —50 | Funktionens tecken
1 —49 negativ
2 —47,334... negativ
3 —43,295... negativ
4 -34 negativ
5 —13,445... negativ
6 30,551 positiv

Vi ser att den kontinuerliga funktionen f(x) har olika tecken for x [] 5

och x [] 6. Bolzanos sats ger da att det finns dtminstone ett nollstélle (en
rot) 1 intervallet S<X<6 .

Bl R R

C B

)

—
M=E 3814108 Y=1 E7OYE-§
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b) Funktionen f(X)= xV% —50 &r strangt vixande 1 intervallet x >1

eftersom bada basen X >1 och exponenten JX vixer (strdngt) ndr X
véxer. En stringt vixande funktion har hogst ett nollstélle. Tillsammans
med a-fallet ger detta att funktionen har exakt ett nollstille.

c) i) Vi tillimpar Bolzanos sats pa allt mindre intervall:

Funktio?:éllie\jrde och Rotens lige | Intervallets bredd
f(5)~—13,45<0
£(6)~30,551>0 15, 6 6-501
f(5,3)~-3,505<0
£(5.4)~03418750 | 1034 0,1
f(5,39) ~-0,0559<0
£(5.40)~0.34187>0 | 1239340 0,01
f(5,390) ~ -0,0559 < 0
(5,395) % 0,14259 >0 | 12390333931 0,005

Eftersom alla tal 1 intervallet 5,390 < X < 5,395 avrundade till tva

decimaler ger talet 5,39, sé ar 5,39 ett ndrmevirde for den sokta roten
med tvd decimalers noggrannhet.

i1) I Newtons metod miste man kdnna funktionens derivata.

/(%)= D(e¥inx - 50) | DeS™) =

_ \/;lnx 1 \/_
=e InXx+—
[Zﬁ J

S g%

—xf(zflnx+[]

- )
X+
NV

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

=X — f(xn)

Rekursionsformeln for Newtons metod &r X,,; =X, — o) °

nto,i,
2, ..., vilket ger

X,V 50

e
% (lln X, +1j
o 2

Viviljer X, =5,5. som startvirde. Rekursionsformeln ger f6ljande

Xnpp = Xp —

talfoljd:
N | Xn
0 15,395709646...
1 15,391417792...
2 15,39141086...
3 15,39141086...

Ett ndrmevirde for roten med tva decimaler ar da 5,39.
Noggrannheten &r kontrollerad redan i i-fallet.

Svar a) talen 5 och 6 ¢) 5,39



Ellips 12 o Numeriska och algebraiska metoder o

3

a) —4x3+12x% -9x

gemensam faktor:
ma + mb = m(a+b)

= —X(4x* —12x+9)
=—x((2%)? —2-2x-3+32)
=—X(2x-3)?

‘a2—2ab+b2 = (a-b)?

b) Vi soker mojliga rationella rétter for den ekvation x* —5x% —4x+20=0
som svarar mot uttrycket x> —5x> —4x+ 20 . Polynomet kan da
faktoriseras med hjélp av nollstdllena.

Ekvationens koefficienter ar heltal. Faktorer 1 den konstanta termens
koefficient ao 1201 1-2-4-54ar [11, 2, [14, (I8, [110, [120 och
faktorer 1 hogsta grads termens koefficient a; =1 ar []1. Téljaren p i den

mdjliga rationella roten x = p/q dr faktor i den konstanta termens

koefficient och ndmnaren q ar faktor i hogsta grads termens koefficient.
Mojliga rationella rotter ar da [11, [12, (14, [18, [110, [120.

Genom att testa de mdjliga rationella rotterna ser vi att
X =2 dr en l6sning, eftersom 23 —-5-22-4.2+20=0
X =-2 #r en 16sning, eftersom (-2)* —5-(=2)?> —4-(=2)+20=0
X =35 i#r en losning, eftersom 5% —5-52-4.54+20=0.

Ovriga mojliga rationella rétter 16nar det sig inte att testa, eftersom en
tredje grads ekvation har hogst tre rotter.

Eftersom Py(X) =a5(X— X )(X—X,)(X—X3) , ddr X, X2 och X3 ar
nollstéllen till polynomet, sa ér
X3 —=5x2 —4x+20=1-(Xx-2)(X—(-2))(Xx—5)
=(X=2)(X+2)(X=5).

Svar a) —X(2x—3)? b) (X=5)(Xx—=2)(X+2)

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

4

a) Talen -2, 1 och 2 &r nollstillen f6r polynomet om (X 2), (X — 1) och
(X — 2) ér faktorer 1 polynomet. Vi soker dessutom en koefficient az for
hogsta grads termen, sd att P(X) = a;(X+2)(X—1)(Xx—2) antar virdet 8

for x 11 0.
P(0)=a;(0+2)(0-1)(0-2)=4a; =8
a; =2
Det sokta polynomet ar
P(X)=2(x+2)(X=1)(x-2)
=2(x-1)(x*>—4)
=2(x3 —4x—x2 +4)
=2x>—2x% -8x+8.

| (a+b)(a-b)=a2 - b*

b) Vi tillampar nollregeln for en produkt pa ekvationen
(B+4x%) (x> -12)=0.

1) 3+4x2=0
4X2=—3 ‘:4
x2=—2
4

ingen reell rot

Komplexa rotter:

x2=-3
4
x:iﬁi
2
x:iﬁi
2
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2) x2-12=0
x2 =12
x2=4.3 |V, Vab=+a-\b
X =423

Svar

a) P(x)=2x3-2x?-8x+8

3.

b) reella rétter X = i2\/? , komplexa rétter X = igl

3)

PR X3 =X?+7x-2
a) Vi utfor divisionen

med hjélp av trappan.

2-X
Xz, 3x -1 Observera att termernas
X 2 ‘_ X — X Ix =2 ordningsfoljd dr ombytt i
e namnaren.
—3x X =2
11 3%* F 6x

X—2
F x2
0

Divisionen gick jaimnt upp eftersom resten &r noll. Divisionens kvoten
blev x> +3x-1.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

_ 2
b) Vi utfor divisionen 372X+ A med hjilp av trappan.
—4x - 6 Termernas ordningsfoljd maste
X 2 ‘ 4% _2x 3 bytas s att den blir fallande:
4% [ 8X ~3-2x+4x2 =4x% —2x—3
6x. 3 2—X=—X+2
Foxl12

15

Divisionen gick inte jamnt upp eftersom resten ar 15 # 0.

Vid division far man att 883 =V (X)+ é&; , dar V(x) ar kvoten och

J(X) &r resten.

_ 2
(3o2XHAxT e 10
2—-X 2—X

Dvs

Svar a) x>+3x-1 b) —4x—6+2l—5
—X

6
fox) De™ 1, xe[l,2]

Funktionen f:s derivata dr f'(X) [1 —e™ [ 0, vilket ger att f ir striingt

avtagande. Den antar da sitt storsta virde i intervallet [1,2]1 x [I 1 och sitt

minsta virde 1 X [ 2. Eftersom
f()De' 101 102 och f)Oe? 101,
sadr 10 f(x) [0 2iintervallet [1,2].0]
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Den andra derivatan dr f”(x) [ e [ 0, vilket ger att derivatan #r stringt

véixande. Eftersom derivatan dr negativ overallt, antar den sitt storsta absoluta

varde 1 intervallet [1, 2] for X [] 1. Vi far att
Of()0 D O—-'0 De ' ~0,37 004,
vilket ger att [1f'(xX)[] [] 0,4 iintervallet [1, 2].[]

Vi berdknar termerna 1 talfoljden X, X, Xz, ... med rekursionsformeln X, [
f (Xn_1) och startvardet Xo [] 1,3. Vi far att

xi 0 f(xo) 0 F(1,3) e’ 1111,272531...
X2 [ F(x) [ 1,280121...

X3 [11,278003. ..

X4 [11,278592...

Xs [11,278428...

Xe [11,278474. ..

X7 [11,278461...

Losningen ser ut att vara 1,278, givet med fyra géllande siffror. Vi
kontrollerar: eftersom f(1,2775)—1,2775 110 och f(1,2785)— 1278510
och eftersom funktionen f(X) — X &r kontinuerlig, sa ger Bolzanos sats att
funktionen f(X) — X har ett nollstille, dvs. ekvationen X [ f(X) en 16sning, i
intervallet ]1,2775; 1,2785][. Ett nirmevérde for 16sningen given med fyra
géllande siffror 4r da 1,278.

Anmarkning. De handlar naturligtvis om fixpunktsmetoden. Villkoret

1 [Jf(x) [J 2 garanterar att fixpunkten existerar eftersom villkoret ger att
f(1)= 11 0o0ch f(2)—2 [1]0. Detta ger i sin tur, enligt Bolzanos sats, att
funktionen f(X) — X har ett nollstélle, vilket 4&r samma som att ekvationen

X [J f(X) har en 16sning, dvs. funktionen f har en fixpunkt i intervallet [1, 2].
Derivatavillkoret [1f'(x)[] [] 0,4 garanterar att iterationen med funktionen f
konvergerar mot fixpunkten (se konvergensvillkoret i boken sid 74).

Svar X=1,278

16sningar till vningsproven e
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Funktionen som skall integreras dr f(x)= 1 och delintervallens ldngd ar
X

h= 3-1 =1. Simpsons regel ger

—

2
dx
X

~
~

w| =

- 1
301 2 3) 9 °

—_—

(f()+4FQ2)+f(Q3)) 1(1+4.l+1j=&:1

Felformeln ger att

_a\sf 4 NS F@
L= Lt tO  GEDTTPO 1 ey gari<t<s,
180-24 180-24 90

V1 bestimmer derivatorna:

Fo=toxt, fx)=—x2, F(x)=2x",
X

f"(x)=—6x7% f®(x)=24x7.

Absolutbeloppet av fjarde derivatan,

24 .
f@ (X)‘ = W , dr stringt avtagande i

intervallet [1, 3]. Det éir d4 mindre in ‘ f (4)(1)‘ = % =24 iintervallet |1, 3[.

Absoluta virdet av felet kan da uppskattas uppat med

1 24 4
LN PO N ,
|E,| 90“ (t)\<90 = 0,2667

3 3
Integralens exakta vérde dr J‘% =/Inx=In3-In1=1n3, vilket ger att
X
1
absoluta virdet av felet i nirmevéardet 1% ar ‘1113 - 1%‘ ~0,0125.

3
Svar % ~ lé , absoluta felet < 0,2667, exakta vardet In3,
X
1

verkliga absoluta felet ungefar 0,0125
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8
a)

b)

Ett nirmevarde for derivatan far vi med véansterdifferenskvoten:

Fid)~ f(4)_r1:(4_h)
G (g
AT -@E-h Ih=10"2 =0,01
h
—3.90v3.99
_ 162390 134914427,
0,01

Hogerdifferenskvoten ger att

f(4+hy—f(4) 401V _16
h 0,01

f'(4) ~ ~13,5991816 och

centraldifferensen ger slutligen

f(4+h)y—f(4—h) 401¥401 _3.99{39
2h 0,02

f'(4)= ~13,54531215.

Relativa felet ar , dar T ar exakt virde och L ndrmevirdet. Nu ar

T=1'(4)=8(1+1In2)~13,54517744 .
Om h=107", s& ger centraldifferensen ett nirmevirde for derivatan:

f(4+hy—f(4—h) 4 1V41 _39V39
2h 0,2

~13,5586501,

och motsvarande relativa fel ar

[13,54517744 -13,5586501|

~0,001=0,1%.
13,54517744

Om h=1072, s ger nirmevirdet frin a-fallet att relativa felet dr

13,54517744-13,54531215|
13,54517744

~ 0,00001 = 0,001 %.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 20.5.2010 e

c) Om h=10"13, si ger centraldifferensen

f(4+h)—f(4—h) (4+1073W41077 (4101341070
2h 2-10713 '
Berdknad med en TI-86-rdknare dr centraldifferensen 20. Olika rdknare
ger olika resultat. Orsaken &r att tiljaren ar skillnaden av tva néstan lika
stora tal, vilket gor att rdknaren kan ge virdet noll pga. minnesutrymmet
inte racker till. (Rédknaren kan inte ens skilja pa talen 4 h och 4 — h fran

varandra néar h &r tillrdckligt litet. Du kan prova detta genom att mata in
virdena 4 102 och 4-107° 1 raknaren).

Om réknaren ger virdet noll for centraldifferensen, sa dr absoluta felet
[T-L|=T =8(1+In2)

och relativa felet 100 %.

Enligt definitionen pé derivata ndrmar sig centraldifferensen derivatan nir
h — 0, och absoluta felet narmar sig da noll. Centraldifferensen, berdknad
med rdknaren, ndrmar sig inte nddvéandigtvis alltid derivatan eftersom
rdknarens kapacitet tar slut for mycket sma virden pa h.

Svar

a) f'(4)~13,5991816, f'(4)~13,4914427, f'(4)~13,54531215

b) 0,1 %; 0,001 %
¢) Beror pé riknaren. Absoluta felet dr troligtvis mycket stort.
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