Ellips 2 o Polynomfunktioner o

Prov 1

I6sningar till Gvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

1
a) 5X—2(X+1) +15< 8(X +1) —5(2X—1) |vi forenklar
5x—2x—-2+15<8x+8-10x+5
5x —2Xx—-8x+10x<8+5+2-15

5X < 0 ‘ 15 (> 0)
- Olikhetstecknets riktning bestar.
x<0
(a+b)?
2 = a’ + 2ab + b?
b) (X+5)° <2X(x+5)—(x+6)(x—6)

(a+b)(a-h)
- a2 _p?

x* +10x + 25 < 2x* +10x — (x* —6°)
x* +10X + 25 < 2x* +10x — x* + 36
X® +10x —2x* —=10x + x* <36 —25
0<11 alltid sann

Den ursprungliga ekvationen &r ekvivalent med en ekvation
som alltid ar sann. Da ar den ursprungliga ekvationen sann for

alla x, dvs. for alla x € R.

Svar a) X<0 b) xeR

2

a) 18x*-8
=2(9x* —4) | minnesregel
= 2[(3x)* - 2°]
=2(3x+2)(3x—2)

| gemensam faktor

| a2 - b% = (a+b)a-b)

b) Vi bestammer forst polynomets nollstéllen.

ax? +bx+c=0

~ —b+vb?-4ac

- 2a

X*—x-6=0

_ 1+/(-1)* = 4-1-(-6) _1%425 145

X
2 2 2
1+5
:—:3
% 2
X, :E:—Z
2
Dvs.

XZ_X_6 ax? +bx + ¢ = a(x - X )(X - X,)

=1-(x-3)[x—(-2)]
=(x=-3)(x+2)



Ellips 2 o Polynomfunktioner o I6sningar till Gvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o

3 2 ,
€) X' -2 +x-2 | gruppering Svar Uttrycket ar 2x2 och uttryckets varde for x = Saral
= (X3 - 2X2) + (X — 2) | gemensam faktor 4 8
=x*(x=2)+1(x-2)
_ x* +1> 0 alltid. 4
- (X B 2)(X2 +1) Dvs. x? +1 katn inte faktoriseras .
2 \/E) 2 \/Efl) 3
= (X - 2)(X + 1) a) ﬁ - m | Vi forlanger med ndmnarens konjugatuttryck
Svar a) 2(3x+2)(3x -2
) 2(3¢+2)(3x - 2) 0F A
b) x-3)(x+2) c¢) (x-2)(x2+1) W2)? (27 -1
_ 22 3(2-1)
3 7 2-1
P(x) =2x-3
% =2 -3(2-1)
Q(x) =6 —x
—J2-3/2+3
[PO)T +2xQ(x) -9
= (2x—3) +2x(6—x) -9 | (a-b)? = a? - 2ab + b2 =3-2\2
= 4x* - 12K + 9 + J2% - 2x* -} b) (24/5+5v2)(2/5-5v2) | (a+b)a-b) = a? -2
= 2x°
= (2V5)" - (5V2)’
NAr x =—>, s& 4r uttryckets varde =4:5-25-2
4 —20-50
1
2 . =-30
2.(-2) _, 25 _Z25_25_,1
4 16 16 8
8
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J3+
c) 1 31)1+\/§ Vi forl d konj k °
- i forlanger med ndmnarens konjugatuttryc
. SRS e
g @43 x
(32 -1 Uttrycket ar definierat nér 2
X+1>0 och x#0 och 4-x“>0
_, 1+2V3+3 x> -1 4-x2=0 x=+2
3-1

_1_2\/§+4 ﬁ-\ .
T T

:1_m —2<x<£2
Z
=1-(\/3+2) 2 -1 0 1 2
x2-1 : . : ' :
:1—\/5—2 x=0 ; . ¢ ¥
=-/3-1 B3 E S — . et

Svar a) 3-2v2 b) -30 ¢) -3 -1 ‘
Uttrycket ar inte definierat nar x < -1 eller x =0 eller x > 2.

Svar x<-lellerx=0¢e¢llerx>2
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6
a) X(x—-1) =-3(x-1)
X —X=-3X+3

x*+2x-3=0
L 2%42°-4.1.(-3)
21
244
X =
2

x=1 eller x=-3

Alternativ 2
X(x—-1)=-3(x-1)
X(X — 1) + 3(X —1) =0 | gemensam faktor
(X —1)(X + 3) =0 | nollregeln for en produkt

Xx=1=0 eller x+3=0
x=1 eller X=-3

b) x'-7x*-18=0

(X2)2 —7x? -18=0 | Inséttning t = x2.
t*-7t-18=0
t_?iJ@7f—44,¢1&
2-1
. 7x11
2
t=9 eller t=-2 |t =
x*=9 eller x*=-2 alltid falsk
X =13 ingen l6sning
Svar a) x=1eller x=-3 b) x=43
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: .
A p . PB AB

Vi betecknar l&ngden av strdckan AP med bokstaven x
(0 < x < 1). Vi far forhallandet
X 1-X

1-x 1
X=(1-x)1-x)
X=1-2X+ X*

X =1
-1-x) (#0)

ax? +bx+c=0

—b+vb?—4ac

2a

x?-3x+1=0

_3%(-3-411 345

21 2
X:3i2\/§ (=2,62) eller ng_z\/g

Duger inte
eftersom x < 1.

X =

X

(~0,38)

Svar Langden av strackan AP ar ~0,38.

3-5
2

8

a) Ekvationen x* + kx + k + 3 = 0 &r av andra grad for alla vérden
pa konstanten k. Ekvationen saknar reella rotter om
diskriminanten D < 0.

D<0

b? —4ac<0 a=1b=k c=k+3
k?—4-1-(k+3)<0
k? -4k -12<0

Vi bestdmmer nollstallena for uttryckets vénstra led:
k?-4k-12=0

4+(-4)7-41-(-12)
- 2-1

k

_ 448
2
k=-2 eller k=6

k

Vi skissar grafen till funktionen k* — 4k — 12:

-2<k<6

b) Polynomet x> — 5x + g har en faktor x + 3 om och endast om
nollstallet —3 till binomet x + 3 ocksa ar nollstalle till
polynomet x* — 5x + g. Vi far ekvationen
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(-3 ~5-(-3)+g =0
9+15+9g=0
g=-24
Polynomet x* — 5x — 24 kan inte faktoriseras med hjalp av

gemensamma faktorer eller minnesregler. Vi faktoriserar
polynomet med hjélp av nollstallen.

Polynomets nollstallen:
x* —5x—24=0

_ 5+/(-5)? - 4-1-(-24)
- 2:1

X

5+11
X =
2
x=-3 eller x=8

Eftersom polynomet har nollstallen x = -3 och x = 8, sa har

det faktorerna x + 3 och x — 8. Dvs. x — 8 ar polynomets
andra faktor.

Svar a) 2<k<6 b) g=-24, x-8

I6sningar till Gvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

9

Eftersom polynomet P(x) har ett nollstalle x = 1, har det en faktor

X—1.

Eftersom polynomet P(x) har ett dubbelt nollstalle x = -1, har

det ocksa faktorn (x + 1)(x + 1).

Dvs. polynomet har formen P(x) =a(x - 1)(x + 1)(x + 1) =

a(x — 1)(x + 1)°. Eftersom P(2) = 3, far vi ekvationen
a(2-1)(2+1)?%=3

a-1-3 =3

a==
3

Dvs. P(x) = %(x _ (X + 12

Da ar
P(0)-P(-2) :%(0—1)(0+1)2 —%(-2—1)(—2 +1)?

1 1
:5.(_1).1_5.(_3).1

:—l+1
3

2
3

Svar P(0)-P(-2)= %
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10

2

Uttrycket w kan forenklas nér namnaren och téljaren

X°+2ax+a
har en gemensam, atminstone forsta gradens, faktor. | detta fall
kan de gemensamma faktorerna vara forsta eller andra gradens.
Vi undersoker forst om det finns nagra forsta gradens faktorer.
N&mnaren och téljaren har en gemensam forsta gradens faktor om
och endast om de har ett gemensamt nollstélle. Eftersom vi har
en parameter a i ndmnaren, bestammer vi forst taljarens

nollstallen.

Taljarens nollstallen:
X’ —6x+8=0

_ 6+./(-6)>—4-1.8

2:1

X

x=4 eller x=2

1) Vi undersoker for vilka varden pa parametern a som x = 4
ocksa ar ett nollstalle fér namnaren.

4°+2a-4+a=0
16+8a+a=0
9a=-16
16
9

For véardet a = —% far det ursprungliga uttrycket formen

9 2
X = 6X + 8 Téljarens nollstallen:
2 32 16 x=4 och x=2
X" ——X——
9 9 Namnarens nollstéllen:

9x% - 32x -16 = 0

_ 9-1-(x=4)(x-2) (327~ 49(-16)

9x*-32x-16 T
T 18
4
— 9(X_4)(X—2) x=4 eller x=-g
B 4
9(X—4)(x+9)
9x-18 4
= ’ X¢4, X #——
I9x+4 9

2) Vi undersoker for vilka varden pa parametern a som x =2
ocksa ar ett nollstalle for namnaren.

22 +2a-2+a=0
Sa=-4
4
a=——
5
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For vardet a = —g far det ursprungliga uttrycket formen

X2 - 6X + 8 Téljarens nollstallen:
2 8 4 x=4 och x=2
X" —=X——
5 5 Namnarens nollstéllen:
5x2 —8x -4 =0
_5-1-(x=4)(x=2) L sefce-as(a)
5x?—8x—4 | 812 25
X =5 )
~ 5(X—4)(X—2) x =2 eller x:—g
B 2
5(x—-2) ( X+ 5)
5x-20 2
= , X#E2, X#——
5x+2 5

Taljaren och ndmnaren har inga gemensamma andra gradens
faktorer for nagot varde pa parametern a, eftersom det inte
existerar nagot vérde dar bada taljarens nollstéllen, x = 4 och
x = 2, samtidigt &r nollstéllen fér ndmnaren.

Svar
16 9x-18 4
=——; yX#EL, X# ——
9 9x+4
4 5x-20 2
=——; yX#E 2, X# ——
5 bx+2 5

I6sningar till Gvningsproven e

Prov 2

uppdaterad 12.5.2010 o

1

a) 7> = 49x
7x*—49x =0
7X(x-=7)=0

7x=0 eller x-7=0
x=0 eller X=7

b) 18x% =2 c)

<
Il
H
|

Wl

| B2 = Va3 =@ 5 = 23

4x-1=x"
—x? +4x-1=0
L TAE# -4 (D) (]
2-(-1)
L TAEN12
)
L 4t23
-2
x=2++/3

Svar a) x=0ellerx=7 b) X:i% C) x=2++/3
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2 3
_ 2
2) l(x—l)—x 23% 1 - a) 3x°+5x>2
2 5 10 Olikhetstecknets riktning bestar. 3X2 n 5X _ 2 > 0
10-2(x-1)-10. X2 <10.
E(X -1)-10- T Vi bestdmmer nollstallena for uttryckets vénstra led:

5(x—1)—2(x—2) <3x
5x—=5-2x+4<3x
3x—-1<3x
3x-3x<1
0<1 alltid sann

Den ursprungliga olikheten ar ekvivalent med en olikhet som
alltid &r sann. Da ar den ursprungliga olikheten sann for alla

vérden pa x, dvs. for alla x € R.

b) X+1< X2 ++/2

X—xv2 <2 -1
_ _ t(1-+2) (<0)
X(l \/E) < \/E 1 Olikhetstecknet byter riktning.

X > V2-1 |a-b=-(b-a)
1-2 7
- (1~2)

X>——

2
x>-1

Svar a) XeR b) x>-1

3x* +5x-2=0
X_—5iJ§-¢L3(—a
- 2.3
547
X =
6

x=-2 eller x:1
3

Vi skissar grafen till funktionen 3x? + 5x — 2:

x<-2ellerx>1/3

b) 5x°+320=0
5x° =320 alltid falsk
—_ =

>0 <0
ingen l6sning

Svar a) x<-2eller x>

Wk

b) l16sning saknas
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4 S}
Nollstallen till polynomet Q(x) = 2x* — 18 &r Vi betecknar tomtens sida med bokstaven a (m).
a
2x*-18=0
2 _ 400
2x° =18 3
x> =9 a
a2
X=23

Polynomet P(x) = ax’ + x + 8 har nollstallet x = —3 nar
a-(-3)*—3+8=0

9a+5=0
9a=-5
5
a=——
9

Polynomet P(x) = ax’ + x + 8 har nollstallet x = 3 nar
a-3*+3+8=0
9a+11=0
9a=-11
u

9

a=-12
9

Svar = —1g ellera= —g

a=

Eftersom husets och gardens sammanlagda area ar samma som
tomtens area a” far vi ekvationen

2.2, 400=a?
32

a’ —%az =400
gaz =400 |1

a’ =480 (m?)

Svar Tomtens area ar 480 m?.
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6 AX* +4x+4=3
tx° +tx+t=3 Ax* +4x+1=0
tx* +tx+t-3=0 X_—4i\/42—4-4-1_—4
1) Nér t= 0 &r ekvationen en andra gradens ekvation och den har L 2:4 8
da exakt en reell rot om diskriminanten D = 0. x=-3
D=0 .
b’ -4ac=0 la=t,b=tc=t-3 Svar t:4’X:_E

t?—4-t-(t-3)=0
t? —4t* +12t=0
—3t*+12t=0
“3t(t—-4)=0
=3t=0 ellert—-4=0
t=0 eller t=4 |t=0

duger inte

2) Nar t =0 far ekvationen formen

0-x*+0-x+0-3=0
-3=0 alltid falsk
ingen losning

Nar t = 4 far den ursprungliga ekvationen formen

7

Polynomet 2x* — 5x + a &r delbart med forsta gradens binomet

X + 2 om det har samma nollstalle som binomet x + 2.
X+2=0

X=-2
Vi far ekvationen
2-(-2)?-5-(-2)+a=0
8+10+a=0
a=-18

Svar a=-18
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8
a) ax+4=2x+a’
ax—2x=a’-4

x(a—2)=a’—4
1) Néra—2=0,dvs. ndr a= 2, ar ekvationen delbar med
talet a — 2.
x(a—2)=a’—4 | (a-2) =0
x—az_4 | a2 - b? = (a + b)(a - b)
a-2 )
“ = (a+2)(a-2)

a—2
X=a+2, a#?2

2) Nara—2=0, dvs. nar a =2, far den ursprungliga
ekvationen formen

2X+4=2x+2°
0=0 alltid sann

Dvs. ekvationen ar uppfylld for alla varden x € R nér a = 2.

{x=a+2, nar a = 2
Svar

xeRR, nara=2

I6sningar till Gvningsproven e

b)

uppdaterad 12.5.2010 o

ax+4 > 2x +a?
ax—2x>a’—4
x(a—2)>a’ -4

1) N&ra—2 >0, dvs. nar a > 2, kan olikheten delas med det
positiva talet a — 2. Olikhetstecknets riktning bibehalls.

x(a—2)>a’ -4
a’ -4
a—2
> (a+2)(a-2)
a—2
X>a+2, a>2

| @a-2) 0

X>

| a2 —b% = (a+b)a-b)

2) Nadra—2<0, dvs. nér a< 2, kan olikheten delas med det
negativa talet a — 2. Olikhetstecknet byter riktning.

x(a—2)>a’ -4

| @a-2) <0
a’-4
X < | a2 -b2 = (a+b)@a-b)
a—2
a+2)(a-2
_(@+2)@-2)
a—2

Xx<a+2, a<?

3) Nara—2=0, dvs. nar a =2, far den ursprungliga
ekvationen formen
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2X+4 > 2x + 22 ) X2 +2X X X %2, x %0, x274x+24¢0
0>0 alltid falsk 2-x X —dx+4 e
_X(x+2). X a-b=—(b-a)
Dvs. olikheten saknar 16sning om a = 2. T 2-x (x-2)7 ab-a-t
_X(x+2) (x-2)*
—(x-2 X
X>a+?2, nara>2 ( ) ,
Svar X<a+2, nara< 2 :(X+2)(1X_2):X _14
I6sning saknas, néra=2 , - -
=—X"+4, x#2,Xx#0
9 10
a?-1%0 och a?-a=0
a) a2+3— 3.2+1 a? =1 ocha(a-1)#0 ﬁ 1-3x |><¢2
a"-1 a’"-a a=+loch a=0 3 X—2
Y a+3 " a+l Pax T1-3x o
T (@a+)@-1)  a(a-1) 3 x=2
a(a+3)—(a+1)’ 2X(x=2) 31-39
T T a@+1)a-1) 3(x-2)  3(x-2)
a’+3a—-(a*+2a+1) 2)(()(_2)_3(1_3)()<0
= 3(x—2
a(a+1)(a—1) 2(X )
) a1 2X —4x—3+9x<O
a(a+1)(a-1) 3(x-2)
1 2x2+5x—3<o
:a2+a, aiil,a;to 3(X_2)
Taljarens nollstallen:



Ellips 2 o Polynomfunktioner o
2x* +5x-3=0
. —5+./5? —4.2.(-3)
2-2

—-5+7

X =
4

x:1 eller x=-3

2

Namnarens nollstallen:

3(x-2)=0
X=2
Teckenschema:
2X2+5X—3 + + ! + _3&_/1/2 X
3(x-2) - R o
kvot - - o
ﬁ_} H
-3 12 2
1
Svar x <=3 eller §<x<2

I6sningar till Gvningsproven

Prov 3

uppdaterad 12.5.2010

2X—2

X2 — X

b)

2
X

Svar

2 (x~<1)
X (x~<T)

a) (2a+1)°-(1-2a)°—(1-2a)(1+2a)

2
X —x=#0
X(x-=1) =0
x#0 och x=1
Faktorisering.

conarx=0, x=#1

2

=4a®+4a+1-(1-4a+4a”)—(1-4a’)

=4a’ +4a+ -\ +4a— 4d” —1+ 4d”

=4a*+8a-1

a) 482+8a—1 b) X,narx=0,x=1

(a+b)? =a? +2ab +b?
(a—h)? = a? — 2ab +b?
(a+b)a-b)=a%-b2
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(x—=2)(x+2) < 2(x—2)
X* —4<2(x* —4x+4)
X* —4<2x*-8x+8
—x?+8x-12<0 | (v
X’ —8x+12>0

Vi bestammer nollstallena for uttryckets vénstra led.

x?—8x+12=0

X_Si\/(—8)2—4~1-12
- 21

8

-+
I

X =

N ‘

x=2 eller x=6

Vi skissar grafen till funktionen x* — 8x + 12:

Dvs. x<2eller x> 6.

Svar x<2 eller x>6

x° +26x° =27
x° +26x>-27=0
(x*)?+26x>-27=0
t? +26t-27=0

| Inséttning t = x3.

. 26+ /267 —4-1-(-27)
2.1
26428
-2
t=1 eller t=-27 [t=x

t

x}*=1 eller x* =-27

x =31 eller x=3%-27

x=1 eller x=-3
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b) /3 + 2X +12 < 5X
X/3 - 3x < —12
x(v3-3) <-12

\/§+3) _12

J3-3
~12(\/3+3)
(\/5)2_32

. ~12(/3+3)
3-9

. —12(:/§+3)

x>2(\/§+3)

X>2:/3+6

X>

X>

Polynomfunktioner o

l:B3-3) (<0

| a+b)a-b) = a2 - b?

Svar a) x=—lellerx=3 b) x>2/3+6

I6sningar till Gvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o

P z-az 7 og2
a) —\/E + —1+ 7

_V2(/2-2V3)  2V2(1-\3)
(V2)? 1-+/3)(1++/3)

_(2y-23.y2 2y2-22.3
) 2 1’ - (3)°

:2—2\/6+2ﬁ—2\@:Z(1—£)+Z(ﬁ—£)

| Vi forlanger med ndmnarens konjugatuttryck.

2 1-3 7 73

-1

—1-6 - (2 -6) =1- 6 —\/2+ A6 =12

(a-b)? =a? —2ab +b?

b) \/g(\/é—\/i)z'f‘\/i(\/gﬂ'\/z)z jal® = a?

(a+b)2 =a? +2ab + b?

=33-2/3V2+2)+/2(3+ 2432 +2)
=3J3-2-3J2+23+3V2+243-2+22
=3J3-6v2+2\3+3J2+43+22
=9V3-+2

Svar a) 1-42 b) 9/3-2
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)

Ekvationen tx* —2x +4 =0 &r av andra graden om t = 0. Den
har en dubbelrot om diskriminanten D = 0.

D=0
b?—4ac=0 |a=t,b=-2c=4
(-2)*-4-1-4=0
4-16t=0
-16t=-4
t:% uppfyller villkoret t =0

Om t =0 far ekvationen formen —2x + 4 = 0. Denna ekvation &r
av gradtal ett och kan inte ha en dubbelrot.

Svar t=

N

6
a) Om man talar x minuter per manad, sa debiterar operatér A

6+0,07x (€) (x>0)
och operator B debiterar
0,56 + 0,11x (€) (x>0)
b) Operator A:
6 + 0,07 - 120 = 14,40 (€)
Operator B:
0,56 + 0,11 - 120 = 13,76 (€)

c) 6+0,07x<0,56+0,11x
0,04x > 5,44
X>136

Anslutning A &r formanligare om taltiden ar 6ver 136 min,
dvs. Over 2 h 16 min.

Svar

a) A:(6+0,07x) € (x=>0)
B: (0,56 +0,11x) € (x>0)

b) A:14,40€,B: 13,76 €

C) over 2 h 16 min
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7

P(x) = 3x* + X — 5X + 2
Polynomet P(x) ar delbart med forsta gradens binomet 3x — 2 om
och endast om binomets nollstalle ocksa &r nollstalle for
polynomet P(x).
Vi bestammer nollstéllet for binomet 3x — 2.
3x-2=0
3Xx=2
2
X=—
3

Vi undersoker om x =§ ar nollstélle for polynomet P(x).

o302 52

3 3/ \3 3
3)
_3.8,4_ 710 9y
27 9 3
8 4 30 18
_8 4 30 18
9 9 9 9

9

Dvs. polynomet P(x) ar delbart med binomet 3x — 2.

Svar Ja, polynomet ar delbart med binomet

8
X —x*—6x2+2x>0 ;/rio?iirkitjf(:)?/nqometi
Gemensam faktor.
X(3X3 — X2 —6X+ 2) >0 | gruppering
X[x*(3x—1) —2(3x-1)] >0
X(3x-1)(x* =2) >0
Nollstallen:
X(3x-1)(x* -2)=0
x=0eller 3x-1=0 eller xX?-2=0
3x=1 eller x2=2
X =% eller X= J_r\/i
Teckenschema:
X - - + + + /
x-1 - - - + + _/’1_/3
X2 —2 + - - - + A\ ;_'“+
prod + -+ | - + AR
2 0o w3 2

Svar X< —/2 eIIerO<x<%eIIerx>\/§
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a) Fortalen 1,2 och 3 ér det

e aritmetiska medelvardet

1+2+43_6 _
3 3

2

e geometriska medelvardet
31.2.3=%6~1,8

¢ harmoniska medelvéardet

(i+§+é)‘1:(6*é*2)1
3 3

b) Antaatt a> 0 och

Pastaende.

uppdaterad 12.5.2010 o

b > 0.

Z(ﬁ) dvs. a_+b_
2 2

_a’+2ab+b’-4ab

2(a+b)
_a’-2ab+b’
2(a+b)

= (a-b)’ >0
2(a+b)

Eftersom (a—b)?>0och 2(a+b)>0. .

oma>0ochb>0
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Medelvéardena ar lika stora nar

a_”’_(ﬂ) -0,
2 2

dvs. nar
(a-b)’ _,
2(a+hb)
(a—b)*=0
a-b=0
a=b

Svar a) Aritmetiska medelvérdet &r 2, geometriska
medelvardet ar 3/6 ~1,8 och harmoniska

medelvardet ar 11—71 ~16

b) Medelvérdena &r lika nér talen ar lika stora

I6sningar till Gvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o
10
XZ —3X 2x+3=#0 5
=X- X#—>
2X+3 -(2x+3) (#0)

x* —3x = (x-3)(2x+3)
X —3x=2x*+3x—-6x—-9
—x*=-9
x*=9

X=+3 duger

Svar X=13
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