Ellips 4 o Analytisk geometri .

Prov 1
1
a)
al=b, b>0
123X + 45| = 66 al <
a=Db ellera=-b
123x+45=66 eller123x+45=-66
123x =21 eller 123x =-111
21 -111
x=—— eller X=—
123 123
7 37
x=—eller X=——
41 41
b)
al=|b
I2x+1|=|x—1] al =l
a=Db ellera=-b
2X+1=x-1 eller 2x+1=-(x-1)
x=—2 eller 2x+1=-x+1
x=-2 eller 3x=0
x=-2 eller x=0

V1-x* =[2x -1
Ekvationen ar definierad néar
1-x2>0

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Nollstéllen:
1-x*=0
x? =1
Xx=+1

Dvs. -1<x<1

V1-x% = [2x -1

N —
>0 >0

(\/1—7)2 =2x -1

1-x2 =(2x-1)?

—5x2+4x=0
x(-5x+4)=0
x=0 eller =5x+4=0

x=0 eller x:ﬂ
5

duger duger

Svar

1- X2 =4x% —4x+1

7
a) x=— eller x=——
41 41

c) x=0 eller x=ﬂ

Graf:

-1<x<1

Oma>0 och b>0, s&ar

a=b< a’=b>

(Va) =a, laf =a?

\ nollregeln for en produkt

|-1<x<1

37

b) x=-2 eller x=0
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2 Vi ritar en figur.
a) Ld,/%
2% —1 < X +2 lal<b e -b<a<b | |
—(X+2)<2X-1<X+2 C(“ngx |
R
—2—-X<2X-1<x+2 1 ¥
0\1 o
1) —x-2<2x-1 och 2)2x-1<x+2 B \ | x
-3x<1 och X<3
1 A(2,-2)
X>—=
3

Vi viljer sidan AC =a som bas.
Langden av sidan a &r

Dvs. —<X<3
a= \/AXZ +a y2
b)
2 2
3x+1>2x-1 lal>b < a<-b eller a>b =\/(—1—3) +(3-(-2))
3Xx+1<—(2x—-1) eller 3x+1>2x-1 =J(=4)? +52 =/41
3x+1<-2x+1 eller X>-2
5x <0 Haojden h ar avstandet fran punkten B till basen, dvs. till den
B linje som gar genom punkterna A och C.
X<0 Vi bestdmmer linjens ekvation.

Riktningskoefficienten ar
Dvs. x<0 eller x>-2

vilket ger xeR (oax_8-(2) 5

ay -1-3 4

1
Svar a) —§<x<3 b) XeR 3,
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Linjens ekvation ar

y=Yo=k(x=%) (k=3 (%oyn) =(-13)

y—3:—%(x—(—l))
5.5

—3=—X—— -4
y 4 4 |

4y -12=-5x-5
5Xx+4y-7=0

Avstandet frdn punkten (2,1) till linjen 5x+4y—-7=0 &r

h_\5-2+4-1—7\_ 717

N RN /TN T

Arean av triangeln ABC ar

1 1 7 7 ,1
A==-ah==-J4l.—=—=3—
2 2 2

2 N

1
Svar Arean ar 35 a.e.

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

4
1 1 2

A= 2 21} B=(13) och c=[112]

Anta att ( 2) (L3) (5 5)

Av punkterna A, B och C ér tva aldrig pa samma lodréta linje,
eftersom allas x-koordinater &r olika.

Alternativ 1

Vi undersoker om riktningskoefficenten K,g for den linje som
gar genom punkterna A och B ar samma som
riktningskoeffienten Kgc for den linje som gar genom punkterna
B och C.

1
K Yo=Y (xl,yl):(—Z,—2§)

(%2, ¥,)=(13)

AB =
Xy =X

C1-(=2)
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(X17Y1):(1’3)

= 1,2
() =[51%)

Eftersom Kag # Kgc , s ligger punkterna A, B och C inte pa
samma linje.

Alternativ 2
Vi bestammer ekvationen for den linje som gar genom punkterna

B och C och understker sedan om punkten A:s koordinater
uppfyller ekvationen for denna linje.

Ekvationen for linjen BC ar

y-3=2(x-1)
y—-3=2x-2
2X-y+1=0

: 1. .
Insattning av X =-2 och y:—ZE i ekvationen 2Xx—-Yy+1=0
ger att
iy . 1 1
vénstra ledet ar 2-(-2) + 2§+1= - och

hogra ledet ar 0

Eftersom koordinaterna for punkten A inte uppfyller linjens
ekvation, sa ligger punkten A inte pa linjen.

Svar Punkten ligger inte pa linjen.



Ellips 4 o

3)
l,: ax—-y+3=0
l,: 2x+y-ax-1=0

Analytisk geometri .

Linjerna ar vinkelrata mot varandra om K; -k, =1, Vi skriver
om linjernas ekvationer till interceptform.
I ax—y+3=0
y=ax+3
k,=a

I, 2x+y-ax-1=0
y=-2x+ax+1
y=(a-2)x+1
k,=a-2

Eftersom K, -k, =—1 far vi ekvationen

ala-2)=-1

a’-2a=-1

a’-2a+1=0 a?—2ab+b?=(a-b)
(a—1)°=0
a-1=0
a=1

Svar a=1

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

6

a) Medelpunkten for cirkeln x? + y*> =5 &r (0,0) och radien &r

J5.

Tangenten géar genom punkten (5,0). Vi far ekvationen
y-0=k(x-5) ‘y—yO:k(x—XO)
—kx+y+5k =0 |-(-1)
kx —y -5k =0

Tangentens avstand till cirkeln medelpunkt ar radien /5 , vilket
ger ekvationen

\k-O—l-O—Sk\:\/g _|axg +by, +¢

| -5k | N 2
12X s 41
Vk? +1 ‘

d

-5K| = vBVK? +1 ()l =&
>0 >0

25k2 =5(k2 +1)

25k? =5k? +5
20k? =5
k2:£:£
20 4
e
2
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\ X
vl

Tangenterna:

Svar X—2y—-5=0 eller x+2y-5=0

1 1 1 1
==—Xx—-2= eller y=—>x+2=
(y 2 2 y 2 2

J

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

b) x?+y?—-3x+4y-6=0

Vi skriver om ekvationen till medelpunktsform.

2 2
x2—2-x-§+(§j —(ﬁj +y2+2.y-2+2°-2°-6=0
2 \2 2

3V 9 2
X——| ——+(y+2) -4-6=0
3] o2

2
e +(y+2)2:4)6+4)4+%

2
X—— +(y+2)2:w

2

X——= +(y+2)2=4749

Medelpunkten &r (1;-2) och radien &r /ﬁ :1:33.
2 4 2 2

Vi beréknar avstandet fran origo till medelpunkten.

2
o-(th-o) +a-0r - [Foa- B2
2 4 4 2 2

Eftersom avstandet fran origo till medelpunkten &r mindre &n
radien, sa ligger origo innanfor cirkeln.
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Avstandet fran origo till cirkeln ar da 7
3l o1 4 Vi skriver om ekvationen till medelpunktsform
2 2
x* +y?—4x—2ay—-2a+3=0
Ag/\ 2 2 92,2 2 a2 _
X*—2-X-2+2°-2°4+y°-2-y-a+a"—-a"—-2a+3=0
/\ (x-2)*—4+(y-a)’—a2—2a+3=0
N _;/( (x-2)+(y-a)’=a®+2a+1
N (x=2)*+(y-a)’ =(a+1)’
(1£,-2)
//
/ Medelpunkten &r (2,a) och radien &r

a+1 nara>-1
J(a+1) :|a+1|:{

—-a-1 nara<-1.

Svar 1
Om a+1=0, dvs. om a=-1 s 4r grafen punkten
(2.a)=(2,-1).
Svar

Grafen till ekvationen &r en cirkel med medelpunkten (2,a) och
radien a+1 nara>-1 en cirkel med medelpunkten (2,a) och
radien —a—1, ndr a <—1 och punkten (2,-1) nar a=-1.
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8

Vi studerar problemet i ett xy-koordinatsystem. Axlarna har
enheten meter.

Analytisk geometri .

o
Lot L U

|t T —

,,./"//
" |
Vel | D>,

-10 | 5 11

Parabeln 6ppnar sig nerat, vilket ger att parabelns ekvation,
utgaende fran toppens koordinater, ar

y_yO:a(X_XO)Z ‘(Xo’yo):(O’S)
y—5:a(x—0)2

y=ax’+5

Parabeln gér genom punkten (10,0), vilket ger ekvationen
0=a-10*+5
—100a =5
1
20

. 1
Dvs. parabelns ekvation &r y = 20 X* +5,

Nar x=5, s ar y=—2i0-52+5=3,75 (m)

a=

Svar 3,8m

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

9

Alternativ 1

Vi bestammer linjernas gemensamma punkter genom att l19sa ett
ekvationssystem som bestar av linjernas ekvationer

a,az0
(1) [ax—y+a=0 . )
Fallet a = 0 maste undersokas
(2)|—2ax+ay—-3x-1=0 S
skillt for sig.

.\ a’x —-ay +a’=0
—2ax +ay—-3x-1=0

a’x—2ax—3x+a’>-1=0
(a2-2a-3)x+a?-1=0

(a®-2a-3)(%0)
Fallet a®> — 2a —3 =0 maste
undersokas skillt for sig.

(a2 -2a-3)x=1-a2

. 1-a’
a’-2a-3

Vi faktorisera téljaren och namnaren med hjalp av minnesregler
och nollstéllen.
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Taljare:  1-a’=(1+a)1-a) |a?-b?=(a+b)(a-b)
Namnare: a”*-2a—-3=0
. 2+4(<2)° —4.1-(-3) _2+16
2-1 2
azﬂz3 eller a:2;24=—1

Dvs. a®-2a-3=1-(a-3)(a+1)=(a-3)(a+1)

Skarningspunktens x-koordinat ar da

_1-a® (1+a)1-a)

— — azx-1och a#3
a’-2a-3 (a-3)(a+1)

Fallen a=—-1 och a=3 maste
undersokas skillt for sig.

l1-a
X=—
a—-3
I l1-a . :
Inséttning av X :a— I ekvation (1) ger
a-———y+a=0
-2  a-a’+a’-3a  2a
a-3 a-3 a—3

I6sningar till Gvningsproven

e uppdaterad 12.5.2010 e

l1-a 2a

Den enda gemensamma punkten for linjerna ar( y—
g P J a-3 a-3

nar a0, a=-1 och a#3,

1) Om a=#0, a# -1 och a#3, s har linjerna endast en
gemensam punkt.

2) Om a =0 sa blir det ursprungliga ekvationssystemet

_y:O
-3x-1=0
y=0

1
X=——
3

1
Dvs. linjerna har endast en gemensam punkt (_E’Oj'

3) Om a=-1 sa blir det ursprungliga ekvationssystemet

{—x—y—lzo

2X—-y—-3x—-1=0
—X-y-1=0 1
—Xx—y-1=0 (-1

)
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-X-y-1=0
_|_
X+y+1=0

Analytisk geometri .

0=0 alltid sann
Dvs. linjerna sammanfaller om a=-1,

4) Om a =3, sa blir det ursprungliga ekvationssystemet

3X-y+3=0
—-6x+3y—-3x-1=0
3Xx—y+3=0 -3
-9x+3y-1=0 1
N O9x-3y+9=0
-9x+3y-1=0
8=0 alltid falsk

Dvs. linjerna &r parallella, men sammanfaller inte om a=3.

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Alternativ 2
Vi skriver om linjernas ekvationer i interceptform.

L ax-y+a=0
y=ax+a
k,=a och b =a

l,: —2ax+ay—-3x-1=0
ay =2ax+3x+1

1) Om a =0, sa kan linjens ekvation delas med talet a.
ay =2ax +3x +1 a, az0
Fallet a = 0 maste
undersokas skillt for sig.

2a. 3 1
y=—X+—X+=
a a a

y:(2+§)x+l
a a

k2:2+§ och b,=a

a) Linjerna I, och I, skar varandra om
k, =Kk,

a¢2+E
a
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Vi understker motsvarande ekvation.

a=2+ 3 |-a, a#0

a

a’=2a+3

a’-2a-3=0

_24\(-2°-41(-3) 246

B 2.1 2

a=-1 ellera=3

3
Olikheten a¢2+g ar uppfylld nar a=-1 och a=3,

Ocksa villkoret a =0 maste gélla.
b) Linjerna 1, och |, &r parallella men sammanfaller inte nar
k, =k, och b, #b,

) a:2+E och (2)a;«rsE
a a

Losning till ekvation (1) &r enligt a)-fallet a=-1 eller a=3,

Olikheten (2) &r uppfylld nar

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

a;«rsl |-a, a#0
a

a’#1
a=tl
axl elleraz-1

Dvs. vardet a=-1 pa konstanten a duger inte. Enda I6sningen
ar da a=3, som ocksa uppfyller kravet a=0.

c) Linjerna l; och 1, sammanfaller nar
ki =k, och b =b,
(L a:2+§ och (2)a:§
Losningar till ekvation (1) ar a=-1 eller a=3,

Vi undersoker om dessa vérden pa konstanten a ocksa uppfyller
ekvation (2).

- _ 1
Om a=-1, sa &r ekvationens a= 3
vanstraled -1 och

hogra led il =-1

Dvs. a=-1 &r en losning till ekvation (2).
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o . i 1
Om a=3, sa ar ekvationens a= g
vanstraled 3 och

1
hogra led —
ograled -

Dvs. a=3 &r inte en l6sning till ekvation (2). Den enda
I6sningen ar da a=-1, som ocksa uppfyller kravet a=0.

2) Om a=0, sa ar de ursprungliga linjernas ekvationer
I : -y=0
y=0 dvs. x —axeln
l,: 3x-1=0
-3x=1

X= —% dvs. en lodrét linje

Eftersom linjer skar varandra endast i en punkt sa galler endast
a)-fallet for konstanten varde a=0.

Svar a)az-1och a=#3
b) a=3
c)a=-1

10

Vi bestdmmer skarningspunkterna genom att I6sa
ekvationssystemet.

(D) [y=kx+1 | Insattning i ekvation (2).
(2){y:—x2—x

kx+1=—-x*—x
X +kXx+x+1=0

X2 +(k+1)x+1=0
Det finns tva skarningspunkter om och endast om
D>0 D =b*-4ac

(k+1)°=4-1.1>0
k?+2k+1-4>0

k?+2k-3>0
Nollstallen: Graf:
k?+2k-3=0
. 24422 -4.1.(-3) 244
2-1 2
k=1 eller k=-3

Dvs. k<=3 eller k >1
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Skarningspunkternas x-koordinater:

X2 +(k+1)x+1=0

L (kK +1)i\/[—(k D] -4.11

a2 =(-a)’
- 2% =(-a)
o k-1ey(k+1) -4
- 2
X_—k—li\/k2+2k—3

2

Summan av skérningspunkternas x-koordinater ar

—k-1++vk?+2k-3 . —k-1-Vk?®+2k-3

X+ X, = > >
_—k—1+vk?+2k -3 -k —1-k? + 2k -3
- 2
-2k -2
2
_2(-k-1)
2
=-k-1

Summan av ské&rningspunkternas y-koordinater &r

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Yy + Y, = (kx +1)+(kx, +1)  |ekvation (1)
=kx, +1+kx, +1
=k(x +X,)+2
=k(-k-1)+2
=—k*—k+2

| X + %, =—k-1

Skarningspunkternas x- och y-koordinaters summa skall vara
lika stora, vilket ger ekvationen

=43 [k <=3 eller k >1
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Prov 2
1
a)
al=lbl<
12x -1 =[3x + 2| al=lo

a=b ellera=-b
2x—1=3x+2 eller 2x-1=—(3x+2)
2Xx—3x=2+1 eller 2x-1=-3x-2
-x=3 eller 5x=-1

X=-3 eller x=—E
5

b)
Oma>0 och b>0, s ar

3x -2 > [-x +1 )
a>b<a“>b”.

—_ Y
>0 >N)

[3x - 2P > |-x+11 laf’ =a?
(3x=2)" > (—x+1)°
x> —12x+4> x> —2x+1

8x2 —10x+3>0

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

Nollstallen: Graf:
+ +
8x*> —10x+3=0 —
- X
10+(<10)° —4.8:3 1042 1 3
2-8 16
12 8
x=— celler x=—
16 16
3 1
x=— eller x==
4 2

Dvs. xsl eller xz§
2 4

c) x|x|-2x+1=0
1) Om x>0, sa far vi att

X|x|—2x+1=0 x=0 .
Oma>0, sd ar |a|=a.
X-X—-2X+1=0
X2 -2x+1=0
(x-1)° =0
X-1=0
x=1 |x>0
duger
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2) Om x <0, sa far vi att

x<0
X|x|—2x+1=0

Oma<0, sdar |a|=-a.

X-(=x)=2x+1=0

—Xx?=2x+1=0
L 24\(-2°-4.(-D1_2:B 2242
2-(-1) -2 -2
L 2x\2) 1x42
2 1
X=-17+2 |x<0
x=-1-+/2

Genom att forena punkterna 1 och 2 far vi svaret
x=1 eller x=—1-+/2.

Svar a) x=-3 eller x:—%

b) xs1 eller xzE
2 4

c) x=1 eller x=-1-+/2

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o

2

Vi bestammer sk&rningspunkterna mellan parabeln och linjen
genom att l6sa ekvationssystemet

(1) y:%x2 +%x+1 | Insattning i ekvation (2).
(2)|3x-2y+5=0
3x—2(1x2+1x+1j+5:0
2 2
3Xx—x2—x—-2+5=0
—x?+2x+3=0

L _2N2°—4.(-1)-3_ 244

2-(-1) -2
x=-1 eller x=3 Inséttning i ekvation (1).
1 2 1 1 1
== (D + = (-D+1==-=+1=1 eller
y 2 2 2 2
y=1-32+1-3+1=41+11+1=7
2 2 2 2

Skarningspunkterna (strackans andpunkter) ar
(-1,1) och (3,7).

Strackans langd &r

J(c1-3)2 +(1-7)? =16 +36 =52 = /413 = 2413

Svar Strackans langd ar 213.
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3

Linjen | gar genom punkterna A=(-2,2) och B=(1,-4).

Riktningskoefficienten for linjen | &r

W L (%, 1) =(-2.2)
Xa =% (%5, Y,)=(1-4)
42
T 1-(-2)
_=5
-3
-2
Linjen s:

ax—3x+y+1=0
y=—ax+3x-1
y=(-a+3)x-1

Riktningskoefficienten for linjen sar k=-a+ 3.
Eftersom linjen s &r fallande, sa & k <0, vilket ger

-a+3<0
a>3

Linjen | faller brantare &n linjen s om

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o
-2<-a+3
a<b

Dvs. 3<a<5h.

Svar 3<a<h
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4
Alternativ 1

Analytisk geometri o

Anta att (X, Y, ) &r en punkt som ligger pa avstandet 2 fran
linjen 3x-4y+1=0.
Punkten (X,,Y,) uppfyller ekvationen

3%, — 4y, +1 5
V32 4+ (~4)?
\3xo—;1y0+1\:2 5

Om b>0, saéar

3X,—4y,+1|= 10
‘ 0~ Yo ‘HH lajl=b < a=b eller a=-b

>0

3%, —4Yy,+1=10 eller 3x,-4y,+1=-10
3%, —4y,—9=0 eller 3x,-4y,+11=0

Ldsningarna ar exakt de punkter som uppfyller ekvationen
3%, —4Y,—9=0 eller 3x, -4y, +11=0. Om I6sningspunkten

betecknas (X, y), s& ar I6sningen linjerna
3x—4y-9=0 och 3x-4y+11=0.

Alternativ 2

De punkter som ligger pa avstandet 2 fran linjen 3x—4y+1=0
bildar tva linjer, som ar parallella med denna linje. Alla linjer

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

som ar parallella med linjen 3x—4y+1=0 har en ekvation av
formen 3x—4y+c=0, ceR , eftersom de har samma

riktningskoefficient k = E

Vi bestammer ett sadant varde pa konstanten c att avstandet
mellan linjerna ar 2. Vi véljer en punkt pa linjen 3x -4y +1=0.

Nar x=0, sa ar y:%,vilket ger att (O,%)ar en punkt pa

linjen. Eftersom avstandet fran punkten (O%) till linjen

3x—4y+c=0 skall vara 2 far vi ekvationen

3.0—4-1+c
4 _9
V32 +(-4)°
\—1+C\:2
5
61|10 Om b>0, sdar
= lal=b<>a=b ellera=-b

c-1=10 eller c-1=-10
c=11 eller c¢c=-9

Linjernas ekvationer ar 3x—4y+11=0 och 3x—-4y-9=0.

Svar Linjernadr 3x—4y+11=0 och 3x—-4y-9=0.
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5

Vi skriver om ekvationen i medelpunktsform

Analytisk geometri o

4%% +4y® +20x-12y-15=0 |:4

X2+ y? +5x - 3y—E:

5 (5 (5Y
x2+2-x-—+(—j —(—) +y?-2. —+(
2 \2 2 y Y

Medelpunkten &r (—23,1% och radien ar ‘/Q:Z:BE.
2 2 4 2 2

Vi beraknar avstandet fran punkten (—4,5) till medelpunkten.

J3-co] (o]
At

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

Vi jamfor detta avstand med radien ‘/%

Eftersom \/? >, /47? , sa ligger punkten utanfor cirkeln.

Svar Medelpunkten &r (—2%,1%) och radien ar 3%.

Punkten (—4,5) ligger utanfor cirkeln.
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6

Analytisk geometri o

Cirkelns ekvation i allman form ar
2 2 _
X“+y +ax+by+c=0.

Insattning av punkterna (0,4), (-1,—-1) och (5,3) i cirkeln
ekvation ger ekvationssystemet

(0,4) [16+4b+c=0 4
(-1,-1) y1+1-a-b+c=0
(53) [25+9+5a+3b+c=0

C
o P77t

(2) a=-b+c+2
(3) 34+5a+3b+c=0

b=—%—4 | Insattning i ekvation (3).
(1)
(2) a:%+4+c+2:%c+6 | Inséttning i ekvation (3).

(3)

34+5a+3b+c=0

I6sningar till dvningsproven e

Inséttning i ekvation (2).

uppdaterad 12.5.2010 o

(3): 34+5(%c+6)+3(—%—4j+c:0

éc—%c+ Ne=-34-30+12

4
§C=—52 i
4 26
__224_ g
26

4
S)
(2): a=,c+6=-10+6=—4

Dvs. cirkelns ekvation ar

X2 +y?—4x-2y-8=0
X2—2-x-242%-22+y*-2.y.1+1°-1>-8=0
X2 —4x+4+y? -2y +1=8+4+1

(x-2)% +(y-1) =(V13)’

Cirkelns radie ar \/1_3 och

cirkelns area &r A= zr?=13r.

Svar 137
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7

Parabeln y =—x?-+1 6ppnar sig nerét. En linje &r tangent till

parabeln om och endast om linjen och parabeln har exakt en
punkt gemensam samt linjen inte &r lodrat (parallell med

Analytisk geometri o

parabelns axel). Dvs. tangenten har en riktningskoefficient. Anta

att tangentens riktningskoefficient &r k.

I
I
I
| tangent
|
|

I inte tangent
axel

En tangent som gar genom punkten (2,—3) har ekvationen
y—Yo =K (X=Xp) ‘(XO!yO):(Z'_g)
y—(-3)=k(x-2)
y+3=kx -2k
y=kx—2k -3

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

Parabelns och tangentens gemensamma punkter:

@ |[y=-x*+1 | Inséttning i ekvation (2).
(2)|y=kx—2k -3
—x? +1=kx—2k -3

—x*—kx+2k+4=0

Ekvationen har en och endast en I6sning om diskriminanten
D =b®-4ac
a=-1 b=-k,c=2k+4

D=0

(—k)* —4-(=1)-(2k +4) =0
k?+8k+16=0

(k+4)°=0
k+4=0
k=—4

Dvs. tangentens ekvation &r

y=—4x-2-(-4)-3
y=—-4x+5

Svar y=—4X+5
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8

Pastaende Alla linjer i linjeskaran
(5-3a)x+2ay—4y—-4a+5=0
gar genom samma punkt.

Analytisk geometri o

Bevis

Alternativ 1
Vi valjer tva linjer ur linjeskaran genom att ge parametern a tva
varden, t.ex. a=0 och a=1.

a=0: (5-3-0)x+2-0-y—4y—4.0+5=0
5X—4y+5=0

a=1: (5-3-1)x+2-1.y—-4y—4.1+5=0
2X+2y-4y—-4+5=0
2X—-2y+1=0

Vi beréknar linjernas skarningspunkt

5Xx—4y+5=0 -1 2
2X—2y+1=0 (=2) (-5)

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o

5x—-4y+5=0 10x-8y+10=0
+{—4x+4y—2:0 +{—10x+10y—5:0
X +3=0 2y+5=0
X=-3 5
=72

Dvs. skarningspunkten ar (—3,—%).

Vi maste ytterligare visa att alla linjer i linjeskaran gar genom
punkten (—3,—%) :

Visatterin x=-3 och y= —g I ekvationen for linjeskaran.
Vanstra ledet ar
(5—3a)-(—3)+2a-(—g]—4.(—g]—4a+5

=-15+9a-5a+10-4a+5 och
=-15+10+5+9a—-5a—-4a
=0

hogra ledet ar 0.

Dvs. alla linjer i linjeskaran gar genom punkten (—3,—%)

oberoende av vardet pa parametern a, vilket ger att pastaendet ar
sant. [
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Alternativ 2

Vi undersoker for vilka varden pa variablerna x och y som
ekvationen (5—3a)x +2ay — 4y —4a+5=0 ar uppfylld,
oberoende av parametervérdet a.
(5-3a)x+2ay—-4y—-4a+5=0
5x—-3ax+2ay—-4y—-4a+5=0
(5x -4y +5)+(-3ax+2ay —4a)=0
(5x—4y+5)+a(-3x+2y-4)=0

Ekvationen &r uppfylld for alla varden pa a om
5X—4y+5=0 1 |3
-3X+2y—-4=0 -2 -5

L] Bx-4y+5=0 +{ 15x 12y +15=0
—6x+4y—-8=0 —-15x+10y-20=0

x  -3=0 -2y —-5=0
X=-3 2y =-5
y=—2
2

Punkten (—3,—%) uppfyller ekvationen for linjeskaran,
oberoende av vardet pa a. Dvs. alla linjer i linjeskaran gar genom

punkten (—3,—%). Da ar pastaendet sant. .

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 o
Vi bestammer linjens riktningskoefficient ur ekvationen
(5—-3a)x+2ay—4y—4a+5=0.

(5—-3a)x+2ay—4y—4a+5=0
2ay —4y=—-(5-3a)x+4a->5

(2a—4),2a-4+0
dvs.a =2

(2a—4)y=(3a-5)x+4a-5

3a-5 4a -5
y= X +
2a—4 2a—4

Linjens riktningskoefficient ar

~3a-5
2a—4

k

L, a#2

Linjen &r vagrat om

k=0 vilket ger
3a-5=0
3a=5
5

a=—

3

Dvs. en vagrét linje hor till linjeskaran. Vi far den om
a=>.
3
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3a-5 9

Om a =2 saar inte uttrycket definierat, dvs. det

existerar ingen riktningskoefficient. Linjen ar da lodrét.
Kontroll: Inséttning av a =2 i ekvationen for linjeskaran ger

Ekvationen for en linje som gar genom punkten (-1,2) ar

Y= Yo =K(x=%) ‘(XO’yO):(_l’Z)
(5-3-2)x+2-2y—-4y—4.2+5=0 y—-2=k(x+1)
—X+4y—4y—-8+5=0 y=kx+k+2
-x—-3=0
X=_3 Skérniné;spunkten mellan linjen och y-axeln:
X =
som &r en lodrat linje. y=k+2
Dvs. en lodrét linje hor till linjeskaran. Vi far denna linje om Dvs. A=(0,k +2), vilket ger |OA|=lk +2].
a=2.
Skarningspunkten mellan linjen och x-axeln:
. ) o i y=0
Svar Det hor bade en lodrat och en vagrét linje till
linjeskaran. O=kx+k+2
kx=—-k —2 |k, k0
-k -2
X=—
k
Dvs. Bz(y,o),vilket ger |OB|=‘¥‘.

Anmarkning:
Om k=0, sad ar linjen y=2, vilket ger att ingen triangel
uppstar.
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Analytisk geometri

Figur:

(."‘1;9'4)

Triangelns area ar % vilket ger

oBl-loal 1
2 2
‘_k_2‘|k+2| )
2 2
‘E‘Ik =1 |kl k=0
|k — 2llk + 2| =k| ||-al=al
k+ 2k + 21=IK]
k +2° =K|

(k +2)* =|k|

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010

1) Om k >0 far vi ekvationen

(k+2)* =k
k?+4k +4=k
k?+3k+4=0

_ 3+3-4-1-4
2-1
_—3iJi?g

2
Ekvationen saknar 16sning.

k

K R

2) Om k <0 far vi ekvationen
(k+2)° =—k
k?+4k +4=—k
k?+5k +4=0
5452 -4.1-4
- 2.1
543
2
k=-4 eller k=-1 (duger)

k

k

Svar k=-4 eller k=-1
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10

a) Ekvationen for en tangent som gar genom punkten (2,—4) ar K = 8+ \/(—8)2 —4-3-(=3)
2-3
y—(-4)=k(x-2) k:8i10
y+4=kx—2k 6
kX —y—2k—4=0 k=21 enerk=28_3
6 3 6
Tangenten ligger pa avstandet radien fran cirkelns medelpunkt. .
Dvs. Avstandet fran linjen kx —y —2k —4 =0 till cirkelns Vi far tva tangenter, vars riktningskoefficienter &r —= och 3.
x2 +y2 =10 medelpunkt (0,0) ar radien ~/10 . Vi far L
ekvationen Eftersom 3 3=-1, sa ar tangenterna vinkelrata mot varandra.
[
‘ k-0-1-0—2k - 4‘ - J10 d = ‘aXO + by, + C‘ b) Riktningskoefficienten for den /’3;\ ;
k2 + (1) Va2 +b? sekant som gar genom punkterna (%8
Oma>0 och b>0, s&ar A=(0,-3) och B=(-25)pa '
2 ! f
“2k—4‘:@,_, V(‘f” a—b a? < b’ parabeln y=x*-2x-3 &r /
>0 =
\. f
2
2k — 4P =(Viovk? +1) e \‘ /§
4k? +16k +16 =10k? +10 e =0 "2 =4 ‘
—6k?* +16k +6=0 :(-2)
) ‘ Dvs. tangenten till parabeln har Alor3)
3k” ~8k —3=0 riktningskoefficienten —4 och \

tangentens ekvation har formen

y=—4x+b
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Vi betecknar kurvans och tangentens tangeringspunkt (xo, yo).

Punktens koordinater uppfyller vardera ekvationerna. Vi far
ekvationssystemet

(1) {YO =—4X%, +b

(2) | Yo =%"—2% -3 | Inséttning i ekvation (1).
Xo© — 2%y —3=—4X, +D

(3) x,°+2x,—3-b=0

Parabeln och dess tangent har exakt en punkt gemensam, vilket
ger att den erhallna ekvationen har exakt en lésning. Detta géller
om och endast om diskriminanten D =0. Vi far ekvationen

D =b? —4ac
a=1,b=2,c=-3-b

22 -4.1-(-3-h)=0

4+12+4b=0
4h=-16
b=-4

Dvs. tangentens ekvation &r y=-4x—-4 < 4x+y+4=0.
Insattning av b =-4 i ekvation (3) ger

Xy~ +2X, +1=0
(X +1)2 =0
X, +1=0
Tangeringspunktens x-koordinat & x, =—1 och y-koordinaten
far vi genom att sétta in x, =1 i t.ex. tangentens ekvation.

Yo =—4%—4=-4.(-1)-4=0

Dvs. tangeringspunkten ar (-1,0).

Svar Tangeringspunkten ar (-1,0).
Tangentens ekvation ar 4x+y+4=0.
(Tangentens ekvation & y=-4x—-4.)
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c)
Anta att P =(x,y) &r en punkt p& parabeln y = x*. D& &r

P=(xx?).

-5
La, A '3:-){
Y= AxX-3
Pl
r
Avstandet fran punkten P till linjen
y=2x-3 < 2x-y-3=0ar
| ax, + by, +c|

d:

Va2 +b?

‘2X—X2—3‘
d= a=2,b=-1c=-3
2 _ 2
\/2 +( l) (Xo,yo) ( )
_‘—x2+2x—3‘
5

Grafen y =—x*+ 2x—3 till uttrycket —x? + 2x —3 r en parabel
som éppnar sig nerat. Parabelns topp:

YA
O S |
°"2a 2.(1D 14
f .
1 X
Yo=-1"+2-1-3=-2
dvs. toppen &r (1,-2) /

?: ——X&'—l-c;l)(-—- 3

Uttrycket —x* + 2x —3 kan da fa varden i intervallet |- oo,~2]

och uttrycket |-x? + 2x—3| kan 4 varden i intervallet [2,00].
Det far sitt minsta varde 2 nar x =1. Avstandet d far da sitt

ij nar x=1.D&ar y=1*=1.

J5

Dvs. punkten (1,1) pa parabeln ligger narmast linjen y =2x-3.

minsta varde (

Parabelns avstand (kortaste avstandet) till linjen & samma som
linjens avstand (kortaste avstandet) till parabeln.

Dvs. vi skall bestamma den punkt pa linjen y =2x -3, som
ligger narmast punkten (1,1) pa parabeln.

Vi bestammer forst den normal till linjen y = 2x -3 som gar
genom punkten (1,1). Sedan bestammer vi skarningspunkten
mellan normalen och linjen y =2x-3.
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Normalens riktningskoefficient &r

— k=2
k

Normalens ekvation ar

(%0 ¥o)=(11)

— VYo =K(X—X
Y—Yo ( 0) kzknz—i
2
1
~1=-=(x-1)
y 2
1 1
l=—IX+=
y 2 2
1 3
y=—=X+—

2 2

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 12.5.2010 o

Vi bestammer skérningspunkten mellan normalen och linjen
y =2x—3 genom att I0sa ekvationssystemet

1 3
1 =——X+—
@ |y Xt
(2)|y=2x-3 | Inséttning i ekvation (1).
Ix—3=—iyi3 -2
2 2
4X-6=-X+3
ox=9
9 .4 e :
x=c=1g | Inséttning i ekvation (2).
y:2-2—3:§—3:3§—3:§
5 5 5 5
" ) 4 3
Dvs. den sokta punkten ar 1E’§ :
Svar Punkten (1, 1) pa parabeln ligger narmast linjen och

punkten (1%%) pa linjen ligger narmast parabeln.
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Prov 3
1
a) Vi betecknar
A=(3,-8)
B =(-2,10)

linjenl:y :%x+1 eller

X—2y+2=0
Punktens avstand fran linjen | ar

| ax, + by, +¢|

Va2 +b?

d:

1-3+(-2)-(-8) +2|

\/12 +(=2)?
3+16+2

J5

21

&

o I6sningar till dvningsproven e

la=1 b=-2,¢c=2

(%)= (3,-8)

uppdaterad 19.5.2010 o

1-(-2)+(-2)-10+ 2|
V12 4+ (=2)°
~2-20+2]
J5
_ =20
5

2

J5

B: d=

| (%0, ¥0)=(~210)

Eftersom sa ligger punkten B narmare linjen an

N

punkten A.

b) Vi betecknar

(1,2)
(-3,-6)
(X Y )

T © >
n

dar (X, Y, ) &r mittpunkt pd strackan AB.
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Riktningskoefficienten for den linje som gar genom punkterna
Aoch Bar

YoV (4, %1)=(12)
Xy =X, (Xz’yz):(_3’_6)

Normalen till strdckan AB har da riktningskoefficienten k. :

K, -Kng =—1
1
K o=—— [Kpg =2
kAB AB
_1
2

Mittpunkten P har koordinaterna

o ZXatX 1+(-3) -2

m —=-1
2 2 2
y,+Yy, 2+(-6) -4
= = :—:—2
Y 2 2 2
dvs. P=(-1,-2)

Mittpunktsnormalens ekvation ar

Y= Vi =K (X = %) | O Y ) = (=2,-2), Ky ==

y—(-2)= —%(x —(-1))

y+2=—%(x+1) -2

2y +4=-x-1
X+2y+5=0

¢) Vi betecknar
A=(3,-1)
B=(0,a)

Riktningskoefficienten k,g for den linje som gar genom
punkterna A och B ar

K. =Y~ W (xl,yl):(\/§,—1)
*x-x (%.¥,)=(0.2)
_a—-(-1)
- 0-43
_a+l
JNE)

_a+l

V3

1
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Riktningsvinkeln « ger att

a+1
J3

tan (—60°) =—tan60° = —\/§

tano =K,g a=-060", kg =-—

tan(—60°) :_a_+1

N
B-2 ()

d) Vi betecknar

linfenl;:  bx—-y+1=0
y=bx+1

riktningskoefficienten  k; =b

linjen I,: 2x-3y+5=0
3y=2x+5 :3

373

riktningskoefficienten  k, :%

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 19.5.2010 o

Vinkeln « mellan linjerna uppfyller ekvationen

tang = | fa=ke
1+kk
S)b_
tan45° =
91+b
3b-2
_ 3
1= 3+2b
3
1= 3b-2
3+2b
3b_2:il
3+2b

=45,k =b k=~

tan45° =1 b # —g

2
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1)

B0-2__, b 3
3+2b 2
3b-2=-(3+2b)
3db-2=-3-2b
5b=-1
b=-= (duger)
2)

3b-2 1 b;t—E
3+2b 2
3b-2=3+2b

b=5 (duger)

Svar a) Punkten (—2,10) ligger narmare.
b) x+2y+5=0
-4

2 2
c)a=2

d)b:—% eller b=5

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 19.5.2010 o

2

a) Ekvationen for en parabeln som 6ppnar sig nerat &r, utgaende
fran toppen,

y-Yo=a(x-%)", a<0 (%1 ¥o) = (1,-1)
y— (-1 =a(x-1)
y+1l=a(x-1)°

Koordinaterna for punkten (0,-3) uppfyller parabelns ekvation.
Vi far ekvationen

—3+1=a(0-1)°
-2=a-l
a=-2 |la<0
duger

Dvs. parabelns ekvation &r, utgaende fran toppen,
y+1=-2(x-1)°

Parabelns ekvation kan ocksa skrivas
y+1=-2(x-1)"
y+1=—-2(x*-2x+1)
y+1=-2x*+4x-2

y=-2x"+4x-3
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b) Ekvationen for en parabel, som Oppnar sig uppat, ar utgaende
fran nollstallena

y=a(x—x)(x-x,), a>0

y=a[x—-(-3)][x-(-1)]
y=a(x+3)(x+1)

Parabeln gar genom punkten (—4,6) vilket ger ekvationen

6=a(-4+3)(-4+1)

6=a-(-1)-(-3)
6=3a

a=2 |a>0
duger

Dvs. parabelns ekvation ar, utgaende fran nollstallena
y=2(x+3)(x+1)

Parabelns ekvation kan ocksa skrivas

y=2(x+3)(x+1)
y=2(x?+Xx+3x+3)
y=2(x?+4x+3)

y =2x?+8x+6

Svar @) y+1=-2(x-1)°
(y=—2x%+4x-3)
b) y=2(x+3)(x+1)
(y=2x*+8x+6)

3

a) Vi véljer en godtycklig punkt P fran linjen 2x -4y +4=0.
Eftersom punkten P ligger pa linjen, sa uppfyller dess koordinater

linjens ekvation y =%x+1. Punkten P kan da skrivas
1

Avstanden fran punkten P till punkterna
A=(0,-3) och B=(4,1) ar lika stora, vilket ger ekvationen
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|PA|=|PB]

\/(XO -0 +(%X° +1_(_3))2 :\/(Xo — )’ +(%Xo +1—(—1)j2
JX()Z*@XO“‘)Z:J(XO“‘)Z*@XM]Z (@5

>0 >0

X +%x02 + 4%, +16 = X, — 8%, +16+%x02 + 2%y + 4

%xoz +4x, +16:%x02 — 6%, +20

10x, =4
4
10

1 1 2 1
=—X, +l=—-—+1=1-
Yo=3% 2 5 5

Dvs. punkten &r (gllj
5 5

I6sningar till dvningsproven e

uppdaterad 19.5.2010 o

b) En godtycklig punkt (x,,Y,) pa bisektrisen till en konvex

vinkel har samma avstand till vartdera vinkelbenet. Vi far
ekvationen

3% +4Yo—1| |4X —3Yy,+5
NN PSS
3%, +4y, -1 _ 4%, —3Y, +5 ‘_5
5 5
lal =[b| =

3x, +4y, —1|=|4x, -3y, +5
|3% + 4y, —1|=| 4% =3y, +5| a=b eller a=—-b

3%y + 4y, —1=4%, -3y, +5 eller 3x, +4y, —1=—(4x, -3y, +5)
3Xy +4Yy, —1=4x,-3y,+5 eller 3x,+4y, -1=-4%,+3y, -5
—Xg+7Yy—6=0 eller 7x,+y,+4=0

Xg— 1Yy +6=0 eller 7x,+y,+4=0

Ldsningarna ar de punkter (xo, yo), som uppfyller ekvationen
Xg— 7Y, +6=0 eller 7x,+y,+4=0.

Om vi betecknar 16sningspunkterna (x,y), s& ar l6sningen
linjerna x—7y+6=0 och 7x+y+4=0.

Svar a) Punkten ar (glij :
5 5

b) Bisektrisernadr x—7y+6=0 och
X+y+4=0.
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4 d)
) X2 —4xy +4y* =9
X —2x+y*=0 X2—2.x-2y+(2y) =9
X2 —2x+1+y? =1 (x—2y)° =9
(x-1)°+y2=1> cirkel x—2y=3 eller x—2y=-3
Xx—2y—-3=0 eller x—2y+3=0 tva linjer
b) )

3¥x—-4%y+52=0

2 2
(x-1°  (y-5)" _

9x —16y +25=0 linje 52 7
20g >0
c) Ekvationen &r uppfylld endast om
3X°+3y°+6y+9=0 |:3
X2 +y*+2y+3=0 (x-1)° _ och (y-5)° _0
2 - 32 -
x2+(y2+2y+1)=-3+1 2 , ,
-1 =0 h(y-5) =0
24 (y+1) = —2 (x-1) och (y-5)
% T Xx-1=0 och y-5=0
x=1 och y=>5

Eftersom hogra ledet & —2 <0 och véanstra ledet & >0, finns

det ingen punkt som uppfyller ekvationen. Dvs. grafen till ekvationen ar punkten (1,5).
Dvs. ekvationen saknar graf
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f)

6x° -3y =0

3y =6x°
y =2x? en parabel som dppnar sig uppat

9)

y? -3y -x=3

x=y?-3y-3 en parabel som dppnar sig at hoger

Svar a) en cirkel

b) en linje

c) graf saknas

d) tva linjer

e) punkten (1, 5)

f) en parabel som Gppnar sig uppat

g) en parabel som Gppnar sig at hoger

5

Alternativ 1

Vi viljer en godtycklig punkt P =(x,,Y,) pa linjen 3x—2y =1.
Eftersom punkten P ligger pa linjen, uppfyller dess koordinater

.. ) 3 1 3 1
linjens ekvation y=—x—=. Dvs. punkten P=| X,, =X, —— |.
J y=2%7% P (0 2" 2)

Avstandet fran punkten P till linjen 5x—y +3=0 &r

95X, —1-(§x0 —;j+3
d, = =

V52 + (~1)° V26

Avstandet fran punkten P till linjen y=5x+7, dvs. till linjen
5x—-y+7=0 ar

3 1
Xy =1+ =Xg—= |+ 7
° (20 2)

d2: =

V52 +(-1)° V26

3=X,+3=
2 2

]

‘31x0+71‘
2 2
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Vi far ekvationen
‘3;x0+3; ‘3;X0+7; JE
= /26
J26 J26
al=Ib
‘31x0+31‘:‘31x0+73‘ al =lbl
2 2 2 2 a=b ellera=-b
3£x0+3£:31x0+7l eller 3£x0+3£:—(3lx0+7£)
2 2 2 2 2 2 2 2
0=4 eller 31XO+31——31X0—7£
2 2 2
alltid falsk 7%, =-11
ingen l6sning __i —1ﬂ
° 7 7
270 2
y _E.(_Ej_”£
© 2 7 2
__ B8 _71__N
14 14 14
__20_ 55
7 7

Punkten ar (—1ﬂ,—2E
7 7

)

I6sningar till dvningsproven e
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Alternativ 2

Vi skriver om ekvationen for linjen y =5x+ 7 till allmén form.

y=5X+7
5X—-y+7=0

Linjerna |,: 5x—-y+3=0 och I,: 5x—y+7=0 &r parallella
men sammanfaller inte.

Vi bestammer ekvationen for en linje 1; som é&r parallell med
linjerna I, och 1, samt vars punkter ligger lika langt fran bada
linjerna I, och I,.

Vi viljer en godtycklig punkt P =(x,,Y,) frén linjen 1.

Vi far ekvationen

5%, — Yo +3] _ 5% — Yo +7]

/26
lal=|b| <

5X, — 3|=|5x, — 7

‘ Xo Yot ‘ ‘ Yo~ Yot ‘ a=b tai a=-b

5% — Yo +3=5X—Yo+7 eller 5x,—y,+3=—(5%—Y,+7)
3=7 eller 5%, —Yy,+3=-5X,+Y,—7
alltid falsk 10x, — 2y, +10=0 |12
ingen IGsning 5%, — Yo +5=0
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Losningen &r de punkter (Xg, Y, ), som uppfyller ekvationen
5%, — Y, +5=0.

Om ldsningspunkterna betecknas (x,y), sa ar I6sningen linjen
S5X—-y+5=0.

Den sokta punkten ligger pa linjen 1,: 3x—2y =1, vilket ger att
punktens koordinater ocksa uppfyller ekvationen for linjen 1,.

Den punkt som uppfyller ekvationen far bade 1, och 1, &r
linjernas skarningspunkt.

Vi bestdmmer skarningspunkten genom att l16sa
ekvationssystemet.

5x—y+5=0
{3x—2y=l
5x—y+5=0 -3 -2
{3x—2y—1:0 ‘-(—5) ‘-(—1)
15x -3y +15=0 10x—-2y+10=0
+{-—15x+10y+5:0 +{—3x+2y +1=0
7y+20=0 X +11=0
,_ 20 1
7 7
6 4

=—2— X=-1—
y 7 7

I6sningar till dvningsproven e
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Punkten ar (—1ﬂ,—2§j.
7 7
Svar Punkten ar (—1;,—22)

Anmarkning

| alternativ 2 skulle man ocksa ha erhallit den linje som &r parallell
med linjerna |;: 5x—y+3=0 och |,: 5x—y+7=0 genom att
man skulle ha betecknat linjen med |;: 5x—y+c=0 och

utnyttjat att linjen ligger pd samma avstand till linjerna 1, och |I,.
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6. Punkten (4,05;7,5) ligger pa parabeln, vilket ger ekvationen
Vi undersoker problemet i ett xy-koordinatsystem. Axlarnas
enhet ar meter. 7,5=a-4,05-(4,05-8,1)
7,5=-16,4025a
U
4 A (405, 7 50) oo 15 75000 _ 1000 o0y

16,4025 164025 2187

(665 h)

Dvs. parabelns ekvation ar

1000
=— X(x-8,1 ~—0,4572x(x—8,1
V=21 X(x=81) (v (x-81))
>
405 8{ /0 X Vi bestammer langtradarens hojd h genom att sétta in
variabelvardet x = 6,65 i parabelns ekvation.
S
Q’ 2 1000
h=->—-.6,65-(6,65-8,1)=4,409...~ 4,4 (m)
Ekvationen for en parabel som Gppnar sig nerat ar, utgaende fran 2187
nollstéllena,
% =0 , .
y=a(x—x)(x—x,), a<0 v —81 Svar Léngtradarens hojd &r hogst 4,4 meter.
2 T

y=a(x-0)(x-8,1)
y=ax(x-8,1)
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7
Vi skriver om ekvationen i medelpunktsform.

X2+ y2+4x-2y=0
X24+2-x-2+422-224+y? 2.y 1412 -1*=0
(x+2)" =22 +(y-1)"-12=0
(x+2)*+(y-1)" =5
Medelpunkten ar (—2,1) och radien &r /5.
Vi bildar en ekvation for diametern AB. Diametern gar genom

punkten A=(-1,3) och medelpunkten (-2,1).
Riktningskoefficienten &r

3-1 2 Y, — V.
k :—:—:2 k:—2 1
M 1-(-2) 1 ‘ X, — %
och linjens ekvation &r
— Yo =k(Xx—X
y-3=2(x+1) Y= Yo =k(x =)
k=2, (X, Yo)=(-13)
y=2X+2+3
y=2X+5

Vi bestdammer diameterns och cirkelns skarningspunkter genom
att 16sa ekvationssystemet

(D |x*+y*+4x-2y=0

(2){y:2x+5 | Insattning i ekvation (1).
X2 +(2x+5)" +4x—2(2x+5)=0

X2 +4x% + 20X+ 25+ 4% — 4% —-10=0

5x* +20x+15=0 |:5

x*+4x+3=0

X:—4id4?—¢13
21

_—4+2

2

X

x:_—6:—3 eller x=_—2:—1
2 2

Dvs. punkten B har x-koordinaten x =-3. Genom att satta in
vérdet i ekvationen for diametern (2) far vi att

y=2-(-3)+5=-1
Dvs. punkten B=(-3,-1).

Tangenten ar vinkelrat mot radien som ritas till
tangeringspunkten. Eftersom riktningskoefficienten for diametern
AB och radien ar 2, sa far vi att riktningskoefficienten for

tangenten genom punkten B &r —%.
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Den sokta tangenten ar

y—(—1)=—%(x—(—3))

3
+l=——X——
y 2
1 3
=————=- 1
y 2 2
1 1
=——X-2—
y 2 2

Tangentens ekvation i allman form ar

1 1
=—=—X-2= -2
y 2 2 ‘
2y =—X—-5
X+2y+5=0
Svar X+2y+5=0
1 1
=——X-2=
(r=-3x-23)

I6sningar till dvningsproven e
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8

Vi betecknar triangelns hérn med
A=(a,b), B=(c,d) och C=(e,f)
Vi ritar en figur

C(e.ﬂ%T
F <}L/
INCRS) | \ |
T \\ EC2,4)
R op) _ %l
%(c‘&\

Vi far ekvationssystemet |

a+c_g
2

b+d:O
2

a+e_ ,
2

b+f:4
2

c+e_,
2

d+f:l
2
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a+c=0 +{—c+e=—6 +{—d+f:8
b+d=0 c+e=4 d+f=2
a+te=-6 2e=-2 2f =10
b+ 1 =8 e=-1 f=5
c+e=4
d+ f=2 Vi sétter in e=—-1 i ekvationerna (3) och (5) samt f =51
ekvationerna (4) och (6).
a-1=-6
(1) a=-c | Inséttning i ekvation (3). a=-5
(2) =—d | Insattning i ekvation (4).
(3) | a+e=-6 c—1=4
(4) |b+f =8 c=5
(5) | c+e=4
(6) |[d+f=2 b+5=8
b=3
(7)[ c+e=-6
(8) |-d+f=8 d+5=2
(5)| c+e=4 d=-3
(O d+1=2 Dvs. hornen ar
Vi adderar ekvationerna (7) och (5) samt (8) och (6). A=(-5,3), B=(5,-3) och C=(-L5)
Svar Triangelns hoérn ar (-5,3), (5,-3) och (-15).




Ellips 4 o Analytisk geometri o I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 19.5.2010 o

9 4(x—3)* =9(x+2)* +5(y —2)°
A=(32) YA 4(x? —6x+9)=9(x?+4x+4)+5(y? -4y + 4)
B=(-22) Ax% - 24% + 36 =9x* + 36X+ 36 +5y° — 20y + 20
P=(xy) P(x,y)
PA:PB=3:2
(R) (3) 5x% + 60X +5y2 — 20y + 20 =0
B(33) A(3,3) X°+12x+y* -4y +4=0
| X2 +2-X-6+62—62+y>—2.y.2+22=0
L S, (x+6)*-62+(y-2)"=0
i (x+6)° +(y—2)" =67
PA :E Svar Punkten P beskriver en cirkel som har medelpunkten
PB 2 (-6,2) och radien 6.
2PA=3PB

2(x=3)* +(y-2)° :3\/[x—(—2)]2+(y—2)2
2\/(X—3)2+(Y—2)2 :3\/(x+2)2+(y—2)2 Om a0 och b>0,

s& ar a=h<>a’=h?.

>0 >0

(2\/(X—3)2 +(y-2) )2 =(3\/(x+ 2)° +(y-2)° )2 (ab)’ =’

(Va)'=a
4| (x=3Y +(y-2)" | =9[ (x+2) +(y—-2) |
4(x-3) +4(y-2)°=9(x+2)’ +9(y-2)"
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10
Vi bestammer linjernas skarningspunkter.

y =3X
{y:—Sx
3X =-3X
6x=0

x =0, vilket ger
y=0

Vi far punkten O =(0,0).

y =3X
y=X+2t

3X=X+2t

2x =2t

x =t, vilket ger
y=3t

Vi far punkten A=(t,3t).

I6sningar till dvningsproven e uppdaterad 19.5.2010 o

y =—-3X
y=Xx+2t
—3X=X+2t

—4x =2t

X= —%, vilket ger

YZE

Vi far punkten B:(— %)

i i uA
Y=-3x ] Y=3x

N | —

i

0 (0,0)

At
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Basen AB i triangeln OAB har langden

I6sningar till dvningsproven e

‘d :\/(Xz - X1)2 +(Y2Y1)2

Hojden h i triangeln far vi genom att bestamma avstandet fran
origo till linjen y=x+2t.

y=X+2t
X-y+2t=0
he 0-0+2t] d:\axo+byo+c\
V12 +(<1)° va’® +b?
2t

J2

uppdaterad 19.5.2010

Arean av triangeln OAB ar

|AB|-h
2
3l 2t

J2 2

6t°
2.2
3t
2

N

Eftersom arean ar 24 far vi ekvationen

2
3o 2
2 3
2-16
t=%4
Svar t=—4 ellert=4
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