Ellips 5 o Vektorer o

Ovningsprov 1
1.
Enligt definitionen pa skalar produkt ar

a-b =[al-|blcos(a, b)

Svar: 73

[6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 350

2

aj Punkten A=(-7,8) A1)

Ortsvektorn ar
OA=-T71 +8]
Ortvektorns langd ar

OA| =/(-7)% + 82

o
S

=49+ 64

=4/113
Vi betecknar

OA=a, «(T, a)=qa, <(-1, @)=p

8
tan f=—
4 7

p=48,81..°
a=180°"-=13118..°
a~131°

b) Punkten B =(0,-10)
Ortsvektorn &r

OB =-10]
Ortvektorns langd &r |OB| =10
Vinkeln &r

«(0B, T)=<«x(-107,T)
=<(-7J,1)=90"

Svar; a) —71 +8], /113, 131°
b) —107, 10, 90°

> W

o

b

B(0,-10)
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3.
Vi maste bestamma reella tal r och s s& att
U -3 =r (30 —5V) +s(-T +7V)
=3rud—-5rv—-su+7sv
=Br-s)T+(-5r+7s)v

Uppdelningen i komponenter &r entydig i en bas vilket ger
ekvationssystemet

9=3r-s

—31=-5r+7s

(1) [s=3r-9 | Insattning i ekvation (2).
(2) |-81=-5r+7s

~31=-5r+7(3r-9)
—-31=-5r+21r - 63

32=16r
r=2 | Insattning i ekvation (1).
$s=3-2-9
s=-3
Svar: 9 — 31V = 2(37 - 5V) - 3(-U + 7V)

o sid. 351

4,
En normalvektor till planet ax+by+cz+d =0 ar

n=ai +bj +ck.
En normalvektor till planet

T,: X+y+z=14&rda 7-; 7o
m=1+]+k R.

och en normalvektor till planet

T,:2y+z=0ar X
ﬁ2=2j7+lz na

Vinkeln mellan normalvektorerna far vi med den skaléra
produkten.

m, - M, =|my ||, |cos < (M, m,)

cos<(T ﬁ)_ﬁ1'ﬁ2 a-b=xX+yy,+117,
Y|y al = X%+ y* + 2°
cos<c( ) - LOFL2+1
N DTN PO
o 3
cos<x(n,Mn,) :m

«(m,m,) =39,231.." <90°
«(T,.T,)=39,231.. ~39’

Svar: 39°
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5.
a) Enligt definitionen &r b° =|% vilket ger att
b =[blb® |Ib]=20, a°=h°
=20a
~20.- 13 |lal=15
al
:zo-ia
15
4 _
=—a
3

b) P4 motsvarande satt far viom a ™ b att b°=-a°.

b =|olb®
~20-(-a°)

o sid. 352

a) Ortsvektorn for en godtycklig punkt P =(x,y,z) pa linjen ar

S=RPR,
(-2-

OP=OR +r5, reR Di+(0-2)]+(4-3)k
=-3i -2 +k

XT +y]+2k =T +2] +3k +r(-31 —2] +k)

Xi +yj+zk =1-3nNT+@2-2nNF+B+n)k

Detta &ar ekvationen for linjen i vektorform.
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b) Eftersom uppdelningen i komponenter &r entydig i en bas far d) Vi undersoker om punkten (10,8,1) uppfyller linjens ekvation.
vi ekvationssystemet
x-1 10-1 9
X=1-3r 2 - 3 :__3:_3
y=2-2r (reR) y-2_8-2_6 _ ,
Z2=3+r —2 -2 =2

z-3=1-3=-2#-3
Detta &r ekvationen for linjen i parameterform.
Dvs. punkten (10,8,1) ligger inte pa linjen.
¢) Vi eliminerar parametern r ur ekvationen i parameterform.

Eftersom
_x-1 Svar;
-3 B B . B B B o
y—2 a) XI +yj +zk =T +2] +3k +r(-3 —2] +k), reR
r=——
-2
r=z-3 X=1-3r
b)iy=2-2r (reR)
far vi att Z=3+r
C)X__l:y;zzz_s
-3 -2

Detta &r linjens ekvation.
d) Punkten (10,8,1) ligger inte pa linjen.




Ellips 5

7

Vektorer .

Vi antar att den sokta punkten ar P =(x,y).
De givna punkterna ar

~1,1)
1,-2)
2,1)
2,3)
~2,-2)

A
B
C
D
E

(
(
(
(

Villkor:

PA+PB+PC+PD+PE=0

(-1-x)T +(1-y)j+@=x)T +(-2-y) ] +(2-x)i +
1-yY)T+Q-0T+(B3-y)T+(2-0)T +(-2-y)]=0

(A —x# —XIR - X+2-x>2 —x)T +

(1-y-2-y+1-y+3-y-2-y)]

(2-5)T +(1-5y)]

I6sningar till 6vningsproven 1-3

0

0

sid. 354

Vektorn ar nollvektorn om

{

2-5x=0
1-5y=0
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8.
Anta att den punkt fran vilken strackan AB syns i rat vinkel ar

C=(xY,2).

Vi ritar en figur.
P-4 2 =3)

Vektorerna CA och CB ar vinkelrita mot varandra, dvs.
CA LCB, om och endastom CA-CB=0.

Eftersom
CA=(-1-x)T+(2-y)]+(-3-2)k
och
CB=(5-x)T +(-2-y)]+(3-2)k

far vi ekvationen

o sid. 355

CA-CB=0
(—-1-x)(5-x)+(2-y)(-2-y) +(-3-2)(3-2) =0
5+ X=5x+ x> +(-y+2)(-y-2)+(-2-3)(-z+3)=0
X2 —4x-5+y?*—4+2°-9=0
X2 —4x+y?+22-18=0

Ekvationen ser ut som ekvationen for en sfar. Vi skriver om
ekvationen till medelpunktsform med hjélp av faktorisering.

X2 —4x+2%-22+y*+2°-18=0
(x—2)* =22 +(y-0)°+(z-0)*-18=0
(x=2)" +(y—0)* +(z-0)" =18+ 22
(x-2)% +(y-0)* +(z-0)* =(v22)
Den erhallna ekvationen ar av formen
(x=% ) +(y—-Yo)" +(z—2,)=r?, vilket ger att det &r

ekvationen for en sfar med medelpunkten (2,0,0) och radien

J22.

Dvs. de punkter fran vilka strackan AB syns i rat vinkel ligger pa
ytan av sfaren x°+ y®+z°—4x-18=0.

Svar: P& ytan av sfaren x%+y%+z°—4x-18=0.
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9.
Vi ritar en figur.

Den tredje sidan i triangeln &r vektorn
a-b=-ti+5j—(-31 +t])
=—ti +5]+3i —-t]
=(3-)T+(5-07

Langden av vektorn a—b ar

A-bl=v(3-02+G-1®  |lal=yx+y?

Eftersom |@ —b|=10 far vi ekvationen

Oma=>0ochb>0,

JE-1? +(5-1)* =10 ,

>0 >0

(3-t)° +(5-1)* =10°

sdara=b < a’=b%

o sid. 356

9—6t+t2+25-10t +t> =100
2t —16t +34-100=0
2t° -16t-66=0  |:2

t?-8t—33=0
o _(=8)+/(-8)* —4.1.(=33)
2.1
 8+./64+132
- 2
 8+./196
==
8+14
2

t=-3 eller t=11
Om t =-3 s& ar vektorn b
b=-31-37=-3(T +7),dvs. b=r(i+]j) med r=-3.

Dadr b llT +7 vilket ger att vardet t=-3 inte duger.
Om t =11 sé &r vektorn b

b=-3T +117 )T +7.
Dvs. vardet t=11 duger.

Svar: t=11
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10.
Vi betecknar vektorn T =xi + yj + zK .
Vi ritar en figur.

A

o

Ratblockets volym ar
V =abc =allb|[c]
Vi berdknar langderna av sidorna &, b och €.

vektorns langd

X2 +y?+2°

@l =22 + (<)% + 42

a=2i -4j+4k
=/4+16+16 =/36 =6
bl=v22+22+12=J9=3  |b=27T+2]+k

Tl=\x*+y*+2°

Vektorerna @, b och T utgor sidor i ett ratblock vilket ger att

alb,alc ochblc.Didara-b=0 a-c=0 och b-c=0.

I6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 357

Vi far ekvationerna
2Xx—-4y+4z=0

2X+2y+2=0 \b-E:O
Volymen V =324, vilket ger ekvationen

6-3-X° +y? +2° =324
18yx* +y* +2* =324 :18

SN ) Oma=>0ochb=>0,
X“+y +1z ::Lg

= sdara=b<a’=b

Vv =lallbllc]

2

>0
X2 +y?+22=324

Komponenterna for vektorn T far vi ur ekvationssystemet
(1) |2x—4y+4z=0
(2)42x+2y+2=0
(3) [ x% + y?+ 2% =324

Vi l6ser ut variablerna x och y ur ekvationerna (1) och (2) och
skriver variablerna med hjalp av variabeln z.

(1){2x—4y+4z =0 |1 |1
(2)|2x+2y+2=0 2 (-1
+{2x—4y+4z=0 +{2x—4y+4z:0
Ax+4y+22=0 —2X—-2y—-2=0
6X +6z2=0 —-6y+3z=0
(4) X=-12 (5) y:iz

2
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Inséttning av x=-z och y:%ziekvation (3) ger
1 2
(—2)° +(§zj +2° =324

22122427 _304

9,2 3 .9
4 4
2° =144
Inséttning i ekvationerna
z==12
(4)och(5).

X=-z=—(+12)=F12

1.1
==7=2(+12)=16
y 2 2

Vektorn T &rdd ©=121 —6] —12k eller T=-1271 +6] +12k

Svar: T =+(127 -67 -12k)

o sid. 358

Ovningsprov 2

1.
a)
g8 _ AT+3] _4T+3]_ 4p 35
U Y > 5
go_b _ 61-8] _6i-8 3. 4-

b) Anta att rutten ar OB = OA + AB.

OB =0OA+ AB =153° +5b°

:15(_ﬂi‘+§ﬂ+5[§i‘_ﬂ,*j
5 5 5 5

=-121 +9] +3i —-4j
=-9i1 +5]

Andpunkten B =(-9,5).

Svar: a) a° :—ﬂi_+§17, b® =§i_—ﬂ17
5 5 5 5

b) (-9,5)
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2. -1=2r
VeEtorn__ o t=3r
a=21+3]J, vilket ger .
lal =22 +3% =413 r=-3
_ (=3
2

b =-i +t], vilket ger
b|=v(=1)" +1% =y/1+12
a) Eftersom |al =|b| far vi ekvationen

Oma=>0ochb>0,
J1+t2 =13

>0 >0 sddra=b < a?=b’

1+t =13
t? =12
t=+12
t=+2/3

b) Vektorerna @ och b &r lika riktade om och endast om det
existerar en reellt tal r, r >0, sa att

b=ra
—T +t]=r(27 +3])
—T+tj=2ri +3rj

Uppdelningen i komponenter &r entydig i en bas vilket ger
ekvationssystemet

Eftersom r = —% <0, ar villkoret r >0 inte uppfyllt och

vektorerna @ och b ar inte lika riktade. DA kan vi inte heller
bestamma konstanten t .

Svar: a)t= +24/3
b) Det finns inget vérde pa konstanten t sa att

aT™h.
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3.
Vi ritar en figur.

O

Punkterna A, B och C ligger pa samma linje om och endast om
ABII AC , dvs. om det existerar ett reellt tal r =0, s att
AC =rAB. Vi far vektorekvationen

AO +0C =r(AO +OB)
~OA+0C =r(-OA+0B)
—(-a+3b)+(-11a+kb)=r(-(-7+30)+4a-5b)
a-3b-11a+kb =r(a—30 +4a-5b)
~103 +(-3+k)b =r(5a-80)
~10a + (-3+k)b =5ra —8rb

o sid. 360

Eftersom uppdelningen i komponenter ar entydig i en bas far vi
ekvationssystemet

-10=>5r
{—3+k =-8r
(D [r=-2 | Insattning i ekvation (2).
(2){—3+k =-8r
3+k=-8-(-2)
k=16+3
k=19

Svar: k=19
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4,
Vektorerna @ och b &r vinkelrita mot varandra, dvs. a L b,
vilket ger a-b =0.
Vi far ekvationen
_ a=-21 +(2-t)]+2k
3.0=0 a=-2i+(2-0U]+2k
b =101 +(2+1) ] + 4tk

—2-10+(2-1)-(2+t)+2-4t=0

—20+4-t2+8t=0

~t* +8t-16=0 |- (1)
t?-8t+16=0 ‘a2—2ab+b2:(a—b)2
(t-4)*=0 | nollregeln for en produkt
t—4=0
t=4

Dvs. vinkeln «(a,b)=90",om t=4.
Bevis Graf:
a-b=-t>+8t-16
J.{

—(t2-8t+16) -
—_(t-4)°<0 /—\

>0

Indh 2

Eftersom @-b <0 alltid, s& ar vinkeln <(@,b ) antingen rak eller
trubbig.

sid. 361

Dvs. vinkeln <«(@,b) &r inte spetsig fér négot vérde pa
konstanten t .

Svar:

[

Vektorerna ar vinkelrata mot varandraom t=4.
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5.
Vi betecknar vektorn som utgar fran origo med Xxi +yj .

Eftersom |xi + yj|=|77 —11]] far vi ekvationen
Oma=>0ochb>0,
X+ y? =72 +(-10)° . s
— T sadra=b<a“=b".
x2 +y% =72 +(-11)°
X2 +y%=170
Eftersom xi +yj L 7i —11j far vi ekvationen
(xi +yj)- (71 -117)=0
7x-11y=0

Vi l6ser ekvationssystemet

X2 +y? =170
7x-11y=0
(1) X2 + y2 =170

(2) x:%y Inséttning i ekvation (1).

(1_
-
%yz +9y2 =170

1

sid. 362

2
yj +y? =170

49
1792 179
49
y? =49
y =47 | Insattning i ekvation (2).
11
y 7
y=-7: x:%-(—7)=—11

Vi far vektorerna 11i +7j och —-11i —7j.

Svar:

117 +77 och —117 -7F
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Plcy.2)

P(23%)

Ortsvektorn for en godtycklig punkt P =(x,y,z) pa linjen ar
OF - OF, + RyP
OP=OP, +r5, reR
X1 +y]J+zk =21 +3]+7k +r(31 +J+3k), reR
Uppdelningen i komponenter &r entydig i en bas vilket ger

X=2+3r
y=34r
Z2=T7+3r

(reR)

Vi bestammer skarningspunkten mellan linjen

[6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 363
X=2+3r
y=3+r (reR) ochplanet x+2y+z=1

Z=7+3r
genom att 16sa ekvationssystemet

(1) [(x=2+3r
(2)|y=3+r
(3)|z=7+3r
(4) | x+2y+z=1

Inséttning i ekvation (4).

2+3r+2(3+r)+7+3r=1
8r=-14

r=—

n | Insattning i ekvationerna (1), (2) och

x:2+3r:2+3-(—zj:—3—
4 4

y=3+r=3-L-1t
4 4

z:7+3r:7+3-(—zj=1§
4 4

Skarningspunkten mellan linjen och planet ar (—3%, 1%, 1%

(3).

)
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7.
Vi betecknar &ndpunkten for vektorn a med bokstaven A,
dndpunkten for vektorn b med bokstaven B och mittpunkten pé
straéckan AB med bokstaven M.
Vi ritar en figur.
7 A
T(a,4,-2 =
O (0,0,0)
Ortsvektorn for punkten A &r
OA_BP 47 OP:_2| +_j—3_k
a=31 -3]+2k
=21 +J -3k +31 -3] +2k
=51 -2 -k
Dvs. punkten A=(5,-2,-1).

o sid. 364

Ortsvektorn for punkten B &r
OB=OP +b
=21 +]-3k+1+]—-4k
=31 +2] -7k
Dvs. punkten B=(3,2,-7).

Alternativ 1
Mittpunkt pa strackan AB ar

M :(x1+x2 Y+ Y, zl+zzj

2 2 2
:(5+3’—2+2’—L+07)j:(40r4)
2 ' 2 2
Alternativ 2

Ortsvektorn for punkten M &r

(Xl’ Y1, 21) =(5-2,-1)
(%2, ¥2:2,)=(3,2,-7)
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OM =0A+ AM ‘(?A:Si_—zT—E
AB=(B-B5)T+(2-(2DT+(<7- (-
=27 +47 -6k

_—

=5i — 2]—k+;AB

:57_27_E+%@27+47_6E)
=51 2] -k -T+2] -3k
=471 +0] -4k

Dvs. punkten M ar (4,0,-4).

Alternativ 3

Ortsvektorn for punkten M &r enligt satsen om delning av en
stracka

. OA=51 -27 -k
OM _1 OA+1-OB J
1+1

OB =37 +2] -7k
—2] -k +3T+27 -7k

2
-8k _

:8i_+01 LOT -4k

Dvs. punkten M =(4,0,-4).

Svar: Strackans mittpunkt ar (4,0,—4).

o sid. 365

8.
a) Vi betecknar S =ta—3b . Vektorn § &r
_ a=i+2j+4k
s=ta-3b : 'f 1t
b=2j-k
- (27 -k)

+2t] +4tk —67 +3k
(2t-6)7 +(4t+3)k

t(T+27 +4k)-3
ti +
ti +

Langden av vektorn § &r

vektorns langd:

X2+ y?+ 72
— Jt? +4t2 — 24t + 36 +16t2 + 24t + 9

=+/21t% + 45

b) Vardet pa langden &r minst nér radikanden ar minst.

[s]=\t? + (2t —6)> + (4t +3)’

Alternativ 1

Grafen till radikanden f (t) = 21t? + 45 &r en parabel som éppnar
sig uppat, vilket ger att radikanden far sitt minsta varde i parabelns
topp.
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Toppens t-koordinat ar Q.

b 0
ty= = - =0
2a  2:21 4(2).= 2135+ 45 /:

Toppens y-koordinat ar
f(0)=21-0%+45=45 =
. s C=- Qi"-l-gj-ttz

Dvs. langdens minsta varde ar
J45=9.5=3\5

Alternativ 2 -

Vi undersoker vilka vdrden radikanden 21t* + 45 kan erhalla. =L~ ;:;.A
21t° + 45> 45, vilket ger att

>0
radikandens minsta varde ar 45 Kantvektorerna ar vinkelrata mot varandra, vilket ger

7 \b=xi+3+3R

Dvs. langdens minsta varde ar J45 =35

a-b=0
a-c=0
o b-T=0
Svar: a) Vektorns langd ar /21t* +45. -
b) Léngdens minsta varde ar 3/5. 2:x+(-1)-1+1-3=0
2-(-2)+(-)-y+1-z=0
X-(-2)+1-y+3-z=0
(1) [x=-1 | Insattning i ekvationerna(2) och (3).
(2)-y+z=4

(3)|-2x+y+3z=0
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—y+z=4 Langderna av ratblockets kanter ar
2+y+3z=0 2
= _ (92 , (_ 2
(4)[z=y+4 | Insattning i ekvation (5). =22 + (-1 +2* =B
(5) [y +3z=-2 bl=/x? +12 +32 =J(-1)? +12 + 32 =11
2 2
= _ 2 2 .2 2 7 1
y+3(y+4)=-2 |C|—\/(—2) +y2+z _\/(_2) +(_Ej +£Ej
4y=-14 \/T F J66
7 = 4+—+—-—=,|—=—
y=-2 | Insattning i ekvation (4). 4 4 V4 2
7 1 Rétblockets volym ar
z:y+4:—5+4=E
v el -6 IT. 32 - 5. 32€ 60 _gs
X=-1
Dvs. y:—%
1 Svar: X=-1, y:—3l, z :E och volymen &r 33
£=5 2' "2
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10.
Anta att @ =41 +3], vilket ger
—0 _E_ 4|_+3J_
al 42 4 32
4i +3] 4- 3
= =—1 +—]
5 5 5

Antaatt b =51 —127, vilket ger

go_b _ 57-12f —5T_12T—3'_—ET
bl 52,127 13 13 13

Ortsvektorn for punkten P &r

6~ b5t 12t- (8 5t

—0 8-
p=2a’+th’==T+=J+=1-—=J =
g 5 5J 13 13J

Dvs. P:(§+E, ﬁ_%) teR.
5 13 5 13

—+
5 13

o sid. 368

Vi betecknar P =(x,y), vilket ger ekvationssystemet

x=3,2t |-65
5 13

yzﬁ_g \~65
5 13

65x =104+ 25t |-12
65y =78-60t |-5

N 780x —300t =1248
325y +300t = 390

780x+325y=1638 |:13
60x + 25y =126

60x+ 25y —-126=0
Uttrycket &r ekvationen for en linje.

Svar: Punkten ar (§+i E—gj och punkten ritar linjen
5 13 5 13

60x + 25y —126=0, da t far alla reella vérden.
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Ovningsprov 3
1.
Vi betecknar Vv =—6a +5b .
Eftersom b =—2a, sd ar
V=-6a+5 (-2a)
=—-6a -10a

=-16a
Langden av vektorn a ar

alJo g a=61 +8]
|al =X+ y?
=/36 + 64

=+/100
=10
Dvs. langden av vektorn vV &r
vl=|-16al
=|-16l-Ia
=16-|al
=16-10
=160

Svar: |-63 + 50| =160

I6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 369

2

a) Vektorerna @ och b &r vinkelrata mot varandra om och endast
om

_ a
a-b=0 _
b

3:2+(-4)-m=0
6-4m=0

b) Vektorerna @ och b &r lika riktade om och endast om det
existerar ett reellttal r, r>0, sa att

_ a
a=rb _
b

3i —4j=r(2i +m])
3i —4j=2ri+mrj
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Eftersom uppdelningen i komponenter ar entydig i en bas far vi 3.
ekvationssystemet Vi maste bestamma reella tal r och s sa att
3=2r AT+ 1T =r(-2T +37)+5(37 +7)
—4=mr 2
- 1 - - e =
) r:% | Insattning i ekvation (2). SR =t adry st s
(2)|-4=mr —4T+%T:(—2r+35)i_+(3r+s)17
—4=m 3 Uppdelningen i komponenter &r entydig i en bas vilket ger
2
3m=-8 —4=-2r+3s -3 -1
m=-2 !
3 EZBHS 2 (=3)
m:—2§
+{—12:—6r+93 ~4= —2r+3s
= +
. , 1= 6r+2s _g: _9r—3s
Svar: a) m:lE b) m:_2§ -11= 11s
s=-1 EECYT
1
r=—
2
- 1. 1, - - S
Dvs. 47 +2] :E(—Zl +37)+(-D(37 +7)
- 1+ 1, .+ .~ - -
Svar: ~4i +1 :E(—Zl +37)-(31 +7)
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4.
Vi ritar en figur.

O(don)

Vi bestammer ortsvektorn for punkten C for att fa reda pa
punkten C:s koordinater. Vi bestammer forst den enhetsvektor

a’ som har samma riktning som vektorn & och den
enhetsvektor —b° som ar motsatt riktad till vektorn b .

50_% al= /67 + (-3 + 2 =49 =7
da

61 3] +2k

- 7

J5.37.2¢

77T
po- _% 1= (-8) +122 + (-4)° = B =9

8+ j-4k

9
v lTidk

I6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 371

Ortsvektorn for punkten C ar

OA=-2T +3] -k
OC=0A+AB+BC |AB=14a°
ﬁ':41.(_50)
2
:—2i_+3T—I?+14(§T—§T+gkj+4l(§ BN ﬂg)
777 2l 97 9

:—2i‘+3T—|Z+12T—6T+4|?+4T—%T+2|Z

:14T—3%T+5|?

Dvs. punkten C = (14,—3%,5).

Svar: Vi kommer till punkten (14,—3%,5).
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5.
Vi ritar en figur.

t
=2tT +(1-1t)] -3k

a-b=ti+7-2k -(tT -t -k)
—tT +] -2k —tT +t] +k
=0i +(1+t)] -k

Vektorerna @ +b och a—b 4r vinkelriata mot varandra, dvs.
(z+b) L(7-b), vilketger(a+b)-(@—b)=0. Vi far
ekvationen

o sid. 372

(2tT +(1-1)]-3k)- (0T +(1+1)T-k)=0
2t-0+(1-t)Q+t)+(-3)-(-1)=0
1-t*+3=0
t?=4
t==42
Diagonalvektorerna &r vinkelrdta mot varandraom t =+2.
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Bevis
Alternativ 1

Parallellogrammen &r en romb om alla sidor &r lika langa. Vi
maste visa att sidovektorerna @ och b éar lika langa.

Om t=+2 s ar vektorn @ =+2i + j —2k och vektorn
b=+21 ¥27 -k.
Vektorernas langder &r

&= (£2)° +12 + (<1)°

=+4+1+4

vektorns langd:

X2 +y? +2°

bl =\(£2)* +(32)* + (-1)°

Dvs. |al=|b], vilket ger att parallellogrammen &r en romb. -

Anmarkning:

I geometrikursen finns en sats:

Rombens diagonaler halverar varandra och ar vinkelrata mot
varandra. (Att diagonalerna &r vinkelrata mot varandra har visats
I uppgifterna E5/298 och E3/504)

Satsen kan inte anvandas for att visa att parallellogrammen i
uppgiften ar en romb. Om den omvénda satsen skulle vara
bevisad sa kunde den anvandas for att 16sa uppgiften.

I6sningar till 6vningsproven 1-3

o sid. 373

Alternativ 2

Vi visar forst satsen: Om diagonalerna i en parallellogramm &r
vinkelrata mot varandra sa ar parallellogrammen en romb.
Vi ritar en figur.

-

=
— .r'.
*a/

Anta att sidorna som utgar fran samma horn i parallellogrammen

ABCD har langderna a och b. Vi betecknar sidovektorerna i
parallellogrammen enligt figuren med vektorerna

AB=DC =73 och AD =BC =b . D4 &r diagonalerna

S
/(t}/.
'
4

- _'_,.H"-H-"
" e
-
.-""F'
O :

AC=a+

_—

DB =

o T

Q|

Enligt antagandet &r AC L DB vilket ger att AC-DB =0.
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Vi far ekvationen

o I6sningar till 6vningsproven 1-3

lal=a, [bl=b
|la>0,b>0

Dvs. |AB| =|AD/, vilket ger att parallellogrammen ABCD &r en

romb.
]

Diagonalvektorerna &r vinkelrdta mot varanda om t=+2, vilket
ger med den bevisade satsen ovan att for dessa vérden pa
parametern t ar parallellogrammen en romb.

Svar: Diagonalerna &r vinkelrata mot varandraom t==+2.

o sid. 374

6.
Vi loser ut vektorn T ur ekvationen

a+2b+3c=0
3 =-a-2b
N
C= —g(a +2b)
Enligt definitionen pa skalar produkt ar

|2

lc|°=c-T
1Y _ _
:(-gj (3+25)-(2+25)
=%(e—12+25-26+(26)2) a’=
al =
:%(Ia|2+4§-6+4|5|2) a1b
a-b
:%(12+4-0+4-12)
1
9

1 1
Dvs. [C|= &), /—-5==4/5
Icl= M/9 3f

Svar: %\/3
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7. Eftersom PP’ L AB s& ar

PP'.AB=0
(—2+4r)-4+(1-3r)-(-3)+(2-1r)-(-1)=0
-8+16r—-3+9r-2+r=0

26r =13
1
r==
2
A (_/’ 2,3) D4 &r
55 PP=-17+3K och
Vi bestammer ldngden av vektorn PP'. D) oc
BPP'= PA+ AP’ —
PA=(-1-DT+(2-DT+(B-Dk \ﬁ" :\/(_EJ J{Ej _ 1.9 @:@
o 2 2 4 4 N4 2
P U= =21 + ] +2K
PP =PA+rAB . ° ~ ~
AB=[3-(-D]T +(-1-2)T+(2-3)k
=47 -3] -k
Svar: @

PP =-27 +J +2k +r(47 -3 k)
PP =(—2+4r)T +(1-3r)J+(2-nk
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8.
Punkterna A, B och C ligger pa samma linje om och endast om

ABIIAC.
Vi ritar en figur.

A(2,0,-2)
Enligt parallellsatsen maste vi visa att det existerar ett reellt tal
r+0,sdatt AB=rAC.

Vi bestammer forst vektorerna AB och AC .

A=(3,0,-2)
. _ _ _ :(Xliyl’zl)
AB = (X = )T +(Y, = ¥1) T +(2 — 7 )k B=(-126)
:(X21y2’22)
= (-1-3)T +(2-0) T +(6-(-2))k
=471 +27 +8k
A=(3,0,-2)
. _ _ _ :(Xli yl’Zl)
AC =(% =x)T +(Y, = Y1) T+(2 2 )k C =(5,-1,-6)
:(XZ’yZ’ZZ)

=(5-3)T +(-1-0)] +(-6—-(-2))k
=21 -] -4k

I6sningar till 6vningsproven 1-3

° sid. 376
Alternativ 1
Vi far ekvationen

AB=rAC
~4T + 2 +8k =r(27 - T - 4k)
- - _ _ basvektorer
41 +2)+8k =2r1 —r | —4rk TR
1, ],

Eftersom uppdelningen i komponenter ar entydig i en bas far vi
ekvationssystemet

—4=2r r=-2
2=—r eller <r=-2 dvs. r=-2
8=—4r r=-2

Eftersom AB=rAC om r=-2(=0) s ligger punkterna A, B
och C pa samma linje.

Alternativ 2
Eftersom AB =—47 + 2] +8k och AC =27 — J —4k s fér vi att
AB =-2AC.

Eftersom AB=rAC om r=-2(=0) s ligger punkterna A, B
och C pa samma linje.
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Punkterna A, B och C ligger pa samma linje. Vi skall nu
undersoka i vilket forhallande som punkten A delar strackan
BC.

Vektorerna AB och AC ar motsatt riktade eftersom
AB =—-2AC . Punkten A ligger d& pd strackan BC.

Vi ritar en figur.

/ﬂ,

C

Punkten A delar strackan BC i forhallandet

BA_[BA |38 - —2AC
AC |AC]
_|eac]| _2[ac]
- [acl  [ac]
2
1
Svar: Punkterna A, B och C ligger pa samma linje.

Punkten A delar strackan BC i forhallandet 2:1.

o sid. 377

9.
Vi ritar en figur.

OR = OP + PR
_OA+1AB+1P0
2 2

(AG+OB)+=(PB+BC+CQ

AO+OB)+E(PB+ BC+CQ)

I
Q|

+

—a+b)+=|=AB+BO+0C +=
(-a+b) ;;AB BO +0C ;CD

—

(%(A—O+OB)—5+E+

Il
Q|
+
NI NP N~

Il
b
|
Q|
+
N |-
O
+
N |-
N |~

@m—mj

%(%(—a‘+5)—5+6+ (—6+J)j

Il
N |-
Q|
+
N |~
(=3
+
N -
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:15+£5+}{—£§+15—5+6—16+35j
2 2 2\ 2 2 2 2
:1§+35+}{—£§—15+£6+£Jj
2 2 2\ 2 2 2 2
L tpilzlpiiciig
2 2 4 4 4 4

T ET
4 4 4 4
_a+b+c+d
4
Alternativ 2

| trianglarna OAB och OCD ger satsen om delning av en
stracka att

@»:a+b c+d

och 0Q = S

Pa motsvarande sétt ger satsen om delning av en stracka i
triangeln OPQ att

ﬁ:OP-FOQ:l(@'_'—O—Q')
2 2
1({a+b E+CTJ
== +
2 2 2
_a+b+c+d
4
Svar: a+b+Cc+d

o sid. 378

10.

Anta att den sokta sk&rningspunkten mellan planet och normalen

ar T=(xy,2).
Vektorn
Vektorerna AB och AC
PT - PA+ AT ar basvektorer i planet
ABC eftersom de ar
icke-parallella.
—PA+rAB+sAC
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=(2-0)T+(0-0)7+(0-Dk +r[(0-2)T +(5-0)F +(0-0)k ]+
s[(0-2)T+(0-0)7 +(4-0)k]

=27 —k +r(-27 +57 ) +s(-271 +4k)

=(2-2r—2s)T +5rJ+(-1+4s)k

Eftersom PT L planet ABC, s& ar PT vinkelrat mot vektorerna
AB och AC i planet. Vi far ekvationssystemet

PT =(2—2r-2s)T +5r +(-1+4s)k
AB=-27 +5]

AC =21 +4k

PT-AB=0
PT-AC=0

o sid. 379

(2-2r—2s)-(=2)+5r-5+(-1+4s)-0=0
(2-2r-2s)-(-2)+5r-0+(-1+4s)-4=0

4+4r+4s+25r=0
{ 4+4r+4s-4+16s=0
(1) (29r +4s=4 |5
(2){4r+203 8 ‘
—145r —20s =-20
{ 4r +20s=8
—141r =-12

_12_4
141 47

Inséttning i ekvation (2).
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4.2 20s-8
47

208:8—E
47

205 = 509
47
18
S="—
47

Dvs.

ﬁ:(2—Z-i—Z-Eji—+5-iT+(—l+4-E)E
47 a7 47 47
500 200 25

47 477 47
Ortsvektorn for punkten T ar

O—'I":O—I:"+ﬁ":R+@T+§T+§E:ET+§T+7—2E
47 477 a7 47 a1 47

Punkten T =(@ @ 7—2j

A7 47" 47

(50 20 72)
Svar: — —,—
47 47 47



