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Prov 1

1

a) f(x)=2x(4x-1)°

£'(x)=D| 2x(4x—1)° ] | D(f-g)=(Df)-g+(Dg)- f
=D(2X)-(4x—1)° + D(4x—1)> - 2x

=2-(4x-1)° +5(4x-1)*-4.2x

=2(4x—1)*(4x —1+20%)

=2(4x-1)*(24x-1)

Vi loser ekvationen
f'(x)=0

2(4x-1)*(24x-1)=0
(4x-1D*=0 eller 24x-1=0

4x—-1=0 eller X:L
24

1
X=—
4

2
X" +2X+2 f Df )-g—(Dg)- f
S SORCITEL
e g g
f,(x)_D(—x2+2x+2)-eX—DeX-(—x2+2x+2)
- 2
(&%)
C(=2x+2)-e* —eX(—x% +2x+2)
- 2X
€

eX(cax+2+x2-2x-2)

- 2X
€

_x2—4x

X
€

Vi l6ser ekvationen
f'(x)=0
x2—4x_

X
c

x?—4x=0
x(x—4)=0

X=0 eller x=4

0




Ellips 8 o

Svar

Funktionen f(X)=

Rot- och logaritmfunktioner o

a) X=L eller X:l
24

b) x=0 eller x=4

NX+1 3 . . -,
+3/4—x? ir inte definierad nir
X

X+1<0 eller x=0
Xx<—1 eller x=0
Svar x<-1 eller x=0

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

3
f(x):2x2 och g(x)=x-1
a)

(feg)0="f(g(x) |g(x) =x-1
= f(x=1) | f(x)=2x
=2-(x-1)
=2x? —4X+2

(fog)(-2)=2-(-2)>—4-(-2)+2=8+8+2=18

b)
(9o F))=9(f(x) | £(x)=2x>
=g(2x%) lg(x)=x—1
=2x% -1

(g f)(2)=2-(-2)*-1=7

Svar

a)
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4 5

-1 v —
. Jx -2 1+4+1-X =4x
Funktionen f (X) = 2
X_

2
(&—2)1 41-x =4x-1 )

ar inte definierad for Kontrollera!

X = 4. Vi faktoriserar.

(4y1=x)" = (4x—1)?

2) gy )
= lim —X)= _
Jm x> 16(1-x)=16x"-8x+1
—16x2 —
—lim(x_4)(&+2) 16 -16Xx=16Xx"—8x+1
=4 (X)) =22 16x° +8x~15=0
o =X +2) L —8%482-4.16-(-15) -8+32
x—>4 X—4 2-16 32
Funktionen g(X):x/;+2 X:E eller X:_é
. : : 4 4
= lim (\/; +2) ar kontinuerlig for X =4, Kontroll:
Xx—4 .
och )}1_r)n4g(x): 9(4). e Nir X:%’ ar ekvationens

=442 vénstra led 1+4‘/1—%:1+4-\/%=1+4-%:3 och

hogra led 4%=3

Dvs. X= % ar 10sning till ekvationen 1+ 4+/1—Xx =4X.
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N 5. )
e Nir X= —Z, ar ekvationens

vanstra led 1+4 1—(—§j:1+4- 2:1+4-§:7 och
4 4 2

hogra led

Dvs. x= 1 ar inte en 16sning till ekvationen

1+4+1—-x =4x.

Svar x=

6
a)
xeR
x-12 1 C o .
2 = § Vi1 skriver bada leden
med samma bas.
x>-12 1 1 n
2 = 2—3 —n =a
a
2X2_12 _ 53 Exponentialfunktionen 2% &r strangt
vaxande och likheten bevaras
x2-12=-3
x> =9
X=%3
b)
3 xeR

1 — X" +X
(;j —-1>0 V1 skriver bada leden

med samma bas.
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. 1. )
Funktionen (7) ar en strangt avtagande

exponentialfunktion eftersom basen

0< % < 1. Olikheten byter riktning.

—x3+xg0
x(—x2+1)§0
Nollstéllen:

x(—x2+1):0

x=0 eller —x*+1=0

x? =1
X=xl
Teckenschema:
it
X — — + + ://” X
—x% +1 - + + -
produkt + — + | — m .
~1 0 1 X = / \ - X

Olikhetens 10sning &r —1<Xx<0 eller x>1

16sningar till 6vningsproven e

c)
log,x=-3
x=3"
1
S
_ L
27
duger
d)

10g2(2x—1)<3

210g2(2x—1) <23

2X—-1<8
2X<9

uppdaterad 19.5.2010 e

x>0

definition p4 logaritm

logaX:y<:>X:ay

|x>0

2X—=1>0 dvs. X>%

Funktionen 2" ir stringt vixande,
eftersombasen 2 > 1.
Storleksordningen bevaras.
definition pé logaritm :

logaX:y<:>X:ay och

X = alogax
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9
X<—
2
x<4l x>l
2 2
l<X<4l

Olikhetens 16sning ar % <X< 4l

Svar a) x=13 b) —-1<x<0 eller x>1

C) x:L d) l<x<4l
27 2 2

e IGsningar till ovningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

7

1
f'(xp)

(1) )=

a) f(x):3x5+dnx4,x:>0.
Funktionen f ar kontinuerlig och deriverbar.

f’(x):3-5x4+-—11-4x3

X

4
—15xty =
—_— X
>0 ——

>0

|x>0

Eftersom derivatan dr positiv 1 hela definitionsméngden ar
funktionen f stringt vixande. D4 existerar en invers funktion

3=1(xp)

3=3x," +Inx,’

X =1 &r en l6sning eftersom
3-1° +In1* =3+0=3
Ingaandra 16sningar, eftersom

f ar strangt viaxande.

Foo=15xt+ 2
X
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b) f(x)=-2x>+6, x>0

Funktionen f ar kontinuerlig och deriverbar.
f'i(X)=-2-2x=—4x<0 |x>0

Likheten géller endast 1 den enstaka punkten X =0 och

funktionen f &r da stringt avtagande nir X >0.

Da existerar en invers funktion.

—-2=1(X,)
—2=-2x>+6
1y 2x? =8
(£7) (2=—
f'(Xp) W2 =4
Xx=1v4  [x=0
X=2
- ! | f'(x)=—4x
f'(2)
1
4.2
__1
8
1\ 1 Y 1
Svar a) (f 1) (3)=E b) (f 1) (_2):_§

16sningar till 6vningsproven e

8

uppdaterad 19.5.2010 e

a) Den reella losningen till ekvationen e* +Xx—2=0 ir samma

som nollstillet till funktionen f(x)=¢” +Xx-2.

Vi visar att funktionen f(X)=e” + x—2 har exakt ett
nollstélle
f'(x)=e*+ 1 >0 overallt
— W
>0 >0
1) Eftersom f'(x)>0 for alla x e R, ar funktionen f stringt

vixande och har di hogst ett nollstille.

2) Eftersom

f(0)=e’+0-1=-1<0

f()=e'+1-1=e—-1>0
f ar kontinuerlig i det slutna intervallet
[0,]]  (den ér en summa av en

exponentialfunktion och ett polynom),

sd ger Bolzanos sats att funktionen har atminstone ett
nollstille 1 intervallet] 0,1 [ .

Av punkterna 1 och 2 foljer att funktionen f har exakt ett

nollstille och motsvarande ekvation e’ + Xx—2=0har di
exakt en reell 16sning. (]

Vi bestammer ett nairmevarde for 16sningen med gaffelmetoden.
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X funktionen kontinuelig | nollstille x
f(X)=e  +x-2

1 det slutna intervallet 1 det 6ppna intervallet

0,5 £(0,5) >0
0,4 f(0,4) <0,
0,45 | (0,45)>0,
0,44 | (0,44) <0,

0,445 | £(0,445)>0, f(0,44)<0 | [0,44;0,445]

£(0,5)>0 |[0,4;0,5] 0,4 <x,<0,5

f0,4)<0 | [o0,4;0,45] 0,4 <X, < 0,45

f(0,45) >0 | [0,44;0,45] 0,44 < X, < 0,45

0,44 < x, < 0,445

b)

Dvs. 16sningen dr X, ~ 0,44

Ekvationen Inx =2 — X &r ekvivalent med ekvationen
Inx-2+x=0.

Den reella 16sningen till denna ekvation dr samma som
nollstillet for funktionen f (X) =Inx—2 + X.

Vi visar att funktionen f har exakt ett nollstille

f'(x)= 1 +1= I+x >0, eftersom f ar definierad endast
X X

nar X>0.

1) Eftersom f'(x)>0 foralla x> 0sa &r funktionen f
strangt vixande och har d4 hogst ett nollstille.

2) Eftersom

f()=In1-2+1=-1<0
f(2)=In2-2+2=In2=0,693...>0

Svar a) x=0,44

uppdaterad 19.5.2010 e

f dr kontinuerligt i intervallet [1,2] (den dr
summan av en logaritm- och polynomfunktion),

sd ger Bolzanos sats att funktionen f har &tminstone ett
nollstélle 1 intervallet] 1,2 [ .

Av punkterna 1 och 2 f6ljer att funktionen f har exakt ett
nollstélle och motsvarande ekvation In X =2 — X har exakt en
reell lésning.D

Vi bestammer ett nirmevarde for 16sningen med
gaffelmetoden.

funktionen kontinuerlig | nollstille X |
X f(X)=Inx—-2+Xx

i det slutna intervallet

i det Oppna intervallet

1,5 f(1,5)<0

1,6 f1,6)>0, f@1,5<0 |I[151,6] 1L5<x, <16

1,55 | f(1,55 <0, f,6)>0 |I[15516] 1,55 <X, <1,6

1,56 | £(1,56)>0, f(1,55)<0 |[1,55:1,56] 1,55 < x, <1,56

1,555 | f(1,555) <0, f(1,56)>0 | [1,555;1,56]

1,555 < X, < 1,56

Dvs. 16sningen ar X, ~ 1,56

b) Xx~1,56
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9

f:[-2,0]—>[0,16], f()=x*-8x>+16

Funktionen f en kontinuerlig polynomfunktion i det slutna

16sningar till 6vningsproven e

intervallet [ -2, 0] som &r deriverbar i det 6ppna intervallet

]-2,0[.
f(x):4x3—16x
= 4x(x2 —4)
Derivatans nollstéillen:
f'(x)=0
4x(x* —4)=0

x=0 eller x*—4=0

x> =4
X =+/4
duger inte
Teckenschema:
4x —
x* —4 —
f'(X) nd
f(x)

_ >
/) X
+\ /+

»
-2 — 2 X

uppdaterad 19.5.2010 e

Eftersom derivatan ar positiv i hela definitionsméangden ar f
strangt vixande. D4 existerar en invers funktion.

Funktionens viardeméangd:
Eftersom f ar strangt vixande och definierad i det slutna
intervallet [-2, 0], dr funktionens

f(0)=0*-8-0+16=16 och
f(=2)=(-2)"-8-(-2)* +16=16-32+16=0

storsta varde

minsta varde

Da f ar kontinuerlig antar den alla varden mellan storsta och
minsta vérdet, dvs. funktionens virdemingd ar V; =| 0, 16].

Detta dr pd samma géng definitionsméangden for den inversa
funktionen f !

Vi bestdmmer ett uttryck for den invers funktionen genom att 16sa
ekvationen

y="f(X)
y=x4—8x2+16
2
y=(x2)"—8x>+16 x% =t
y=t>-8t+16
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t> —8t+16-y=0

t:8i\/(—8)2—4-1-(l6—y)

2-1
€| 0,16 [ dvs. 4y>0
tZSiM ye[0,16] y
2 t=x?
X2_8i2\/§
2
xe[-2,0], och

x> e[0, 4]

X2
4-Jy=o0,
X2 y

eftersom y e[ 0,16]

X=—

4+.Jy
sy

x=%\4—.[y xe[-2,0]
3y

Den inversa funktionen dr f(y)=—/4— \N , Ye [ 0,16 ]

Genom att beteckna variabeln med bokstaven X far vi

£71:[0,16]>[-2,0], f(0)=—V4-+/x

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

Svar f '(x)=—/4-x, 0<x<16
10

Vi ritar en figur

D C
1
E
a b 2
1
] X 4—-x
A X B

Lingden av den brutna linjen EXC ar

a+b:\/x2+12 +\/(4—x)2+22

VX241 44X —8X+20, 0<x<4

Vi bestammer for vilket viarde pd X som funktionen

FO0=VX2 +1+x2—8x+20, 0<x<4

antar sitt minsta (1°) och sitt storsta (2°) véarde

1) Funktionen f #r kontinuerlig i det slutna intervallet [0,4] och
deriverbar i1 det 6ppna intervallet ] 0,4 [ . Den antar da sitt



Ellips 8 e Rot- och logaritmfunktioner o

storsta och minsta virde 1 intervallets d&ndpunkter eller 1
derivatans nollstdllen (Fermats sats).

2) Derivatans nollstallen

f’(x):D(\/x2+1+\/x2—8x+2O) [0<x<4

—DVX? +1+DVx? —8x+20
1 1

=D(x?+1)2 + D(x* -8x+20)2
1
=%(x2+1) 2~2x+%(x2—8x+20) 2.(2x—8)

__ X N X—4
\/x2+1 \/x2—8x+20

V1 far ekvationen

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

f'(x)=0

X . X—4 0

Ix2+1 X2 —8x+20
O0<x<4
X - 4-x Oma=>0 och b>0
X241 Vx2 —8x+20 5 5

>0 >0 sidra=boa”“=b".
x> (4-x)?

x2+1 X2 —8X+20

x2(x2 —8x+20) =(x2+1)(16 - 8x + x2)

X‘(—N+20x2:16x2—§\<+x‘(+16—8x+x2
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3x2 +8X—16=0

X_—Si\/82—4-3-(—16) 8416

2-3 6
4
XZE eller x=—-4 ‘O<X<4
duger duger inte

3) Funktionens varde i intervallets andpunkter och i
derivatans nollstallen

F(0)=v0%+1+30%*—8-04+20 =1+~20 =1+ 25 ~ 5,5

2 2
f(ﬂj:\/(ﬂj +1+\/(ij —8-(ij+20:§+&:5 (minst)
3 3 3 3 3 3

f(4):\/42+1+\/42_8.4+20:\/ﬁ+2z6,1 (storst)

o , 4
1° Den brutna linjen &r kortast nir X = 3 m.a.o. punkten X finns

pa avstdndet g frin punkten A dvs. AX :§

2° Den brutna linjen &r kortast ndr X =4 m.a.o. punkten X =B.

uppdaterad 19.5.2010
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Prov 2

1

f(X)=x—4 och g(X)=x>-2

(fo9)(0=1f(g(0) g0 =x* -2
- f(x2-2) | f(x)=x-4
—x*-2-4
=x*-6

Vi l6ser ekvation

(fog)(x)=0
x2-6=0
x2:6

x =46
X =+/6

Svar

16sningar till dvningsproven e

2

a)

f (X) =log;(1—x)—10x

=— 10, x<l1
(I1-x)In3

Alternativ 2

uppdaterad 19.5.2010 e

I1-x>0 dvs. x<1

s(X)=1—-x och s'(x)=-1

D(log; (1-x)—10x)
:D_m(“”o}—D00x)
. In3

=D —L—Jn(L—X)}—IO ‘

| In3

u(x)=1log, xoch u'(x)=
(X) =1log, (X) o3

I-x>0 dvs. x<l1

basbyte:

utflyttning av konstant:
D(cf (x)) =cDf (x)
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. s(X)=1—-x och s'(x)=-1
:ED[ln(l—x)]—lO
u(s(x))

:L.[L.(_l)}_lo
In3 [1-X

]

N
u'(s(x)) s'(0)

u(x)=Inx och u'(x)= 1
X

1
= 10, x<I1
(I1-x)-1n3

Derivatans nollstéllen:

1
— 10
(I1-x)-In3

=—(;+10J<O, niar X <1
(1-x)-1In3

— ) — B
>0 >0

>0

Derivatan antar endast negativa vérden 1 sin definitionsméingd
och saknar da nollstéllen.

b) f(X)=———

3 X#0, X1
X“(x—1)

Funktionen f ar en kontinuerlig och deriverbar rationell
funktion.

_DIx’(x=1)° D[ x*(x=1’ | 1
[xz(x—l)ﬂ2
—(2x-(x=1) +3(x-1)21-x?)
x4(x—1)6

F'(0

—(x—1)2(2x~(x—1) +3x2)
x4(x—1)6

“(x=1)*(5x>=2x)
x4(x—1)6

_—X(x=D*(5x-2)
x4(x—1)6
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Derivatans nollstéllen:

f'(x)=0
—x(x—1)2(5x—2)
4 s =0
X (X—=1)
—x=0 eller (X—l)2 =0 eller 5x-2=0
x=0 eller x=1 eller x:%
duger inte duger inte duger

c)

F(X)=3—x- e2x2+5x—7

f '(X) 0 —[(DX) ) e2x2+5x—7 n (D62X2+5X_7)- X]

2 2
=—|:1-er #5x-7 , (pe2x +5x 7)-x]

2 2
2x%45%x=7  2x2+5x-7
= T o™ T (4x +5) - x
—

u'(s(x)  s'(%)

_ e2x2+5x—7 (_1 B 4X2 B 5X)

e IGsningar till Gvningsproven e

[D(f-g)=(Df)-g+(Dg)- f

S(X) =2x% +5%x—7

ochs'(X)=4x+5
X
u(x)=e¢" och

u'(x)=¢e”

uppdaterad 19.5.2010
Derivatans nollstéllen:
f'(x)=0
2
e2x +5x—7(_1 —4x2 —SX) —0
—
>0
“1-4x*>=5x=0  |-(-1)
4x%2 4+ 5x+1=0
X_—5i\/52—4-4-1
2.4

543
X =
8

X:_—2 eller X:_—8
8 8
1

X=—— eller x=-1
4

Svar a) Inganollstillen

2
b) X=—
) 5

c) X=-1 eller X:—l
4
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3
a)
X =45
X—45=7 Oma=>0ochb>0,
—_— =
=0 >0

b)

V53—-x> 8

%,_/ [
>0 20

(V53=x)" >8>
53—-Xx>64
-Xx>11
Xx<-11

duger

siira=b<a’=b>

| x> 45

53—%x2>0, dvs. x<53
Oma=>0ochb>0,

sidr a>b<a’>b2

|-(-1) (<0)
|x<53

c)
sx- L
25
x 1
5 :5—2
5—x:5—2
—X=-2
X=2
d)
47 ~16.5%
4l—x :SX
16
4l—x _SX
4>
41—x—2:5x
g4 ¥ =1g5”

(-1-x)Ig4 =xlg5

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

xeR
V1 skriver bada leden

med samma bas.

Exponentialfunktionen 5” 4r strangt

vaxande och likheten bevaras.

Logaritmfunktionen lg ar strangt

vaxande och likheten bevaras.

logaxIr =rlog, X
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4
—1g4 —xlg4 =xlg5

_ — -2X+a, X<0
lg4 =xlg5+ xlg4 f(X)={

3
x(1g4+1g5)=-1g4 ‘logax+logayzloga(xy) xe” +1, x>0

xlg(4-5)=~Ig4 Funktionen f,(X)=-2x+a (polynomfunktion) och funktionen

Xlg20=—lg4 |:1g20 f,(x)= xe>* +1 (produkten av en polynomfunktion och en
g4 exponentialfunktion + en konstant) dr kontinuerliga i sin
X=- 1220 (~~0.46) definitionsméngd. Det ricker dd att undersoka funktioneni x=0,
dér funktionsuttrycket byter.
Svar a) X=94 b) x<11 Vi berdknar funktionsvirdet och de ensidiga gransvirdena for
- x=0.
Q) x=2 d) x=--8% (0 46)
1g20

f(0)=0-¢*"+1=0+1=1

lim f(x)= lim (2x+a)=-2-0+a=a
X—0—- X—>0—

lim f(x)= lim (x-e>*+1)=0-¢** +1=0+1=1
X—>0+ X—>0+

Funktionen f ar kontinuerlig for X =0 om
lim f(x)= lim f(x)= f(0)

X—0— X—>0+

Vi far ekvation
a=1

Dvs. funktionen dr kontinuerligom a=1.

Svar a=1
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5
f(x)=xe*

Teckenschema och extremvéarden:

f(x)=x"e* ID(f-g)=(Df)-g+(Dg)- f
f'(x)=3x%* + x°e*
=x%¢*(x+3)
Derivatans nollstéllen:
f'(x)=0
x2e*(x+3)=0
x2=0 eller e¥=0 eller X+3=0

x=0 eller ¢ >0 (alltid sant) eller X=-3

Teckenschema:

Eftersom e >0 och x>0 sa bestimmer uttrycket X+ 3
derivatans tecken.

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

f'(x) — - - — >
X
- -3
-3 0 X
minimi-
stalle
3

Funktionen f(x)=Xx’e¢” dr en produkt av tva kontinuerliga
funktioner och dr dd kontinuerlig. Ur teckenschemat kan vi se att

f antar sitt minsta vardei X=-3.

27

3
€

f(-3)=(-3)%e" =

Nar X viaxer obegrinsat sa vixer x> och e* obegrinsat och da

vaxer ocksa f(x)= xe* obegriansat. Vardeméngden till den

kontinuerliga funktionen f drdd V; = {—Z—Z,oo {
e

Svar V; :|:—2—Z,oo{
C
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6

Bevis.

Vi l6ser ekvation

x>0
X i:\/g i Oma=>0 och b>0,
RN
>0 >0 sa éira=b<:>a2:b2.

2 4 (4 2 4 (4
X + +——3 /8/ \3x(>0)
3x2+48:9x+16x
3x2 —25x+48=0

_251\/(—25)2—4-3-48 2547
2.3 6

Xz% eller x=3

Dvs. ekvationen har en annan reell 16sning X = ? #3. B

Alternativ 2
Beuvis.

De reella 16sningarna till ekvationen Jx+ % =3+ 4

— dvs.
X J3

4 4
till ekvationen \/; +——+/3 ———==0 ar samma som nollstillena
Jx V3

4 4
till funktionen f(X)= \/; +—- \/§ ——". Dvs. vi skall visa att
(X) N NE

funktionen f forutom nollstillet X =3 har dtminstone ett annat
nollstélle.

Eftersom

4
o f(4)=+4+ J‘ f‘ﬁ ~—0,04<0

e f(9)= f+j_ J3- %~0,29>0

e f ar kontinuerlig i det slutna intervallet [4, 9]

sd har funktionen f atminstone ett nollstélle i det dppna

intervallet |4, 9[ (Bolzanos sats) som ér olika 3. D4 har
ekvationen \& - i =3+ i atminstone ett reellt nollstéille
NN

ar olika 3.
som ar olika 3 0
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7

f(x)=3x"—2x+1, x<-1
Funktionen f ar en kontinuerlig och deriverbar
polynomfunktion.
X< -1
fr(x)=15x" =2>0 \

Ty X" >1
Eftersom derivatan dr kontinuerlig 1 hela definitionsméngden, sa
ar funktionen f strangt vdxande och har en invers funktion.

Derivatan till den inversa funktionen f i x= -91:

1
f'(Xo)

(171) -om=

C15-(=2)* -2
_L
238

Svar 1
8

—91=f(x,)

—91=3x05 —2X, +1

3xy” = 2%, +92=0

X, =—2 dr en losning eftersom
3-(=2)° =2-(-2)+92
=——96+4+92=0

Inga andra 16sningar, eftersom

f ar strangt vaxande

f’(x):15x4—2
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8

Vi ritar en figur.

Alx, p)

1 X
] h ,
Bee—p) o
X +y2:9
y2=9-x2

y:iV9—x2,—3£x§3

Déﬁ-A=(&y)=(&V9—x2)<xm B=(x—y)=(&—V9—x2)

Basen 1 triangeln ABC ér

a=AB=2y=2v9—x",

hojden ar

h=7-x

och arean ar

[ .2
AU):z 9_X2(7_X):C%—UV9—XZ,—3£x£3

1) Funktionen A ir kontinuerlig i det slutna intervallet [-3,3],
deriverbar i det 6ppna intervallet ] -3,3 [ och antar da sitt

storsta véirde 1 intervallets &ndpunkter eller 1 derivatans
nollstéllen (Fermats sats).

2) Derivatans nollstallen

A'(X)=D[(7—X)\/9—X2] |D(f-g)=(Df)-g+(Dg)- f
-3 3,
=—LV9—X2+( 9—x2)(7—x) =7

och9—x>>0
1

= 9-x*>+D(9-x2)2.(7-x)
I

:-—V9——x2-k%(9-—x2)_2-(—2x){7-—x)

> x-(7-x)
Jo—x2
_—(9—x2)—x(7—x)
Jo—x
2x% —=7x -9

9—x2

=-V9-X
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Vi1 far ekvation
A(x)=0
2% —7x-9
\/9—x2
2
2X°=7x-9=0

X_7i\/(—7)2—4-2-(—9) _7#11
2.2 4

0

x:4% eller x=-1 |-3<x<3
duger inte duger

3) Funktionens varde i intervallets &ndpunkter och i
derivatans nollstallen

A(=3)=0

A=) =[7-(=D]V9-(~1)* =8-/8 =16v/2 (storst)

A(3)=0

Svar 16\/5

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

9

Vi ritar en figur.

simmare

a [
S0-x X strand

livraddare

Anta att simhastigheten dr v och att 10phastigheten ér 3v.
Den tid det tar {for livrdddaren att komma till simmaren &r

a +9_50—x+\/x2+302

t= 2 2
3v Vv 3v v
:l{SO;X—I-\/Xz +9oo}, 0<x<50
Vv

Tiden ar kortast nar funktionen

f(x)= 503_ Xy Vx? 4900, 0< X <50 antar sitt minsta virde,

1 .
eftersom — &r en positiv konstant.
\'
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1) Funktionen f &r kontinuerlig i det slutna intervallet [0,50],
deriverbar i det ppna intervallet |0,50[ och antar da sitt

minsta vérde 1 intervallets &ndpunkter eller i1 derivatans
nollstillen (Fermats sats).

2) Derivatans nollstallen
f’(x):D{S—f—%x+\/x2+9OO} 10<x<50

1
:0—§+D(x2+900)2

1
:—l+l(x2 +900) 2.0x
3 2

1 X
=——+

3 Jx% 4900

Vi far ekvation

f'(x)=0
1 X
e ——— =0
3 Ux2+900
X 1

Vx2 4900 3

0<x<50
Oma=>0ochb>0,

=0 =0 siira=hoa’=b>
9x% =x% +900
8x% =900
PR
8

3) Funktionens varde i intervallets andpunkter och i
derivatans nollstallen

f(0)~47
30

f (Ej ~ 45 (minst)

f (50) ~ 58

Livrdddaren bor alltséd springa 50 — 30 ~ 39 meter.

V8

Svar 39 meter
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10

x2+y2:2 c>x2+y2:(J§f<3 y2:2—x2<: y:J_r\/2—x2

Vi ritar en figur.

Y1 ¥2+32=2
/l/ (x, )
V2 \| 22 x
Rektangels omkrets ar
0<Xx<~2
p=4Xx+4y
O<y<J§
=4xX+ 42— x*

Vi bestammer storsta varde for funktionen

poo:4x+4V2—x2,O£x£v6.

Definitionsméingden innehéller ocksa intervallets dndpunkter
x=0 ochx=+/2

1) Funktionen p dr kontinuerlig i det slutna intervallet
[O,\/E :|, deriverbar 1 det 6ppna intervallet ] O,\/E [ och

antar d& sitt storsta virde 1 intervallets &ndpunkter eller 1
derivatans nollstéllen

2) Derivatans nollstallen

pKM:J%4x+4 2—x2)
1

—4+4.D(2-x?)2

‘O<X<J§

1
:4+4-%(2—x2) 2.(<2x)

4x
\/2—x2
4J2-x* —4x

\/2—x2

Vi1 far ekvationen

pP'(x)=0

42 -x* —4x
\/Z—x2

W2-x% —4x=0 -4

—4_

0

2

2—X"=x=0
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0<x<~2
2-x%=x Oma>0 och b>0,
S0 30
- N shdra=b<a’=b>.
2 x2:x2
2x2—
x2:1

X=(i)1 ‘O<X<\/§

3) Funktionens varde i intervallets &ndpunkter och i
derivatans nollstallen

p(0) =42

p(D=4-1+4-+/2-1* =8 (storst)

p(V2)=4v2 + 42— (J2)" =42

Omkretsens storsta viarde ar 8.

Svar &
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Prov 3 2
1 f(x):xz(x—l)_s, X#1
) { xeR Funktionen f ar en kontinuerlig och deriverbar rationell funktion.
3.38.30 2 Y] Vi skriver bada leden
' 2 =5
med samma bas. f(X):D[X (x-1) } ‘D(fg):(Df)-g+(Dg).f
31'34x-3x2—1:% AT a8 _ gt =2%-(x =17 +(=5)(x=1) "¢ -1-x*
3 2
2X 5X
2 — —
gl+4xxT—l _ 53 (X_1)5 (X—1)6
; rdx 3 Exponentialfunktionen 3 &r strangt _ 2xX(x—1)— 5x>
- 6
vaxande och likheten bevaras. (x—1)
2
x?+4x=-3 _ =3XT=2X

Cx=1°

2 _
X" +4x+3=0 Derivatans nollstillen:

—4+4%-4.1-3

X =
2-1 f'(x)=0
—4+
: o
X_
X_—4i2 (
2 —3x%-2x=0

X=_—2=—1 eller X:_—6:—3 X(—=3x-2)=0
2 2 x=0 eller —3x—2=0
X=-1 eller x=-3

X=—=
Svar x=-3 eller x=-1 3
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Teckenschema:

Téljaren bestimmer derivatans tecken, eftersom nimnaren alltid

ar positiv nir X # 1
/\

f'(x) - + -1 - .
(00 | 7 | | 2 0\ = X
X
_% 0 1
3
Minimi- Maximi-
stélle stille

Enligt teckenschemat ar funktionen f strangt vixande nér

—ESXSO.
3

Eftersom —10999 < —10998

£(210°) > £ (=10%%%8).

< —% och f dr stringt avtagande ar

Svar Funktionen f ar vixande i intervallet —5 <x<0.

f (—10998) ar minst.

3
f(X)=vVx+1, x>-1

o f(2)=v2+1=43

X>—1, och

X+ :(X+D%

s(X)=x+1 och s'(x)=1

1
u(x)=x2  och wuy=§x2

o f'(X)=D+vx+1

Lixs1) s
=—(x+1) 2- 1
2

— ~
u'(s(x)) s'(X)

! , X>-—1
+1

24/ X
L P

[—

f'(x) =

20X +1
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4

a)

)
f(x):exz+2x S(xX)=x
u(x)=e”

2

f'(x)= e -2x +2
—_— =
u'(s(x)) s'(x)

—2xe* 12
Tangentens riktningskoefficient ér
k= £(0)=2-0-¢% +2=2
Tangentens ekvation ar

y—-1=2(x-0)

och s'(x)=2x

och u'(x)=¢”

y—yO:k(x—xo)

(X0s¥0)=(0.1)

y=2X+1

16sningar till 6vningsproven e

uppdaterad 19.5.2010

b)
x>0
f(x):lnx2 s(x):x2 och s'(x)=2x
u(x)=Inx och u'(x) 1
X
f'(x)= Lz - 2X :z, x>0
X© o= X
—  S'(X)
u'(s(x))
Tangentens riktningskoefficient dr
k = F'()=2=2
1
Tangentens ekvation ar
Y—Yo=K(X=X,
y—0=2(x—-1) ( )
(Xo-Yo)=(1,0)
y=2Xx-2

Svar a) y=2x+1
b) y=2x-2
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5 2° (gof)(®)
’ 1) =g(f(x) ‘HX){%) ~1
foo=(5) -
g(xX)=x-2 =g[@j —lj lg(x)=x-2
:[ljx_l_z
1° (fog)(x) 3
= f(9(0) (g0 =x-2 1, 1
¥ 37 a’
=f(x-2) ‘f(x)_(g) -1 3%
2 Dvs. (go f)(x)=3""-3
:(lj .
’ 3° (gegeg)(x)
1 R
"z P ~9(g(g))  |g00=x—2
—327% =g(g(x-2))  |g(0)=x-2
=g((x-2)-2)  |g(x)=x-2
ﬁDV&(f<agﬂX):32_x—1 (x-2)-2)-2
=(x-2-2)-2
=X—-4-2
=X—-6

Dvs. (gogog)(X)=x—6
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(fog)(x)=3"%—1 6
b) (fog)(x)=f(x)+72 N B a)
fOO:(g) —1=3"-1 X=vXx+110  [x>0
XxeR Ekvationen har 16sningar
32X 12371+ 72 Vi skriver bada leden endast om:
med samma bas. X>0ochx-11020 <
3X+2 5 37X | 1y af.as—=ga"s ﬂ:x—llo x>0 och x2>110
oy =020 Dvs. om X110
3.3 -3 "2>72
Oma=>0 ochb>0,
37%(9-1)272 -8 .
sddra=b<a“=b".
37%>9 , ,
o (Vx)™ =(x-110)
Funktionen 3" dr en strangt
) . . X =Xx%—220x+12 100
37X 5 32 vaxande exponentialfunktion,
= 2
eftersom basen 3 > 1. X®—=221x+12100=0
Storleksordningen bevaras. 221+ \/(_221)2 —4-1-12100 221+21
X= =
—X>2 |- (-1) (<0) 2-1 2
) x=121 eller x=100 |x>110
Svar a) 1° (fog)(x)=3""-1 Dys. x=121.

. ¢ X Observera: Vi kan ocksa 16sa ekvationen /X =x—110 genom att
2° (g f)(0)=3"-3 kvadrera bégge leden utan att undersoka villkoren for
3° (gegeog)(x)=x-6 kvadreringen. Vi bor d& minnas att kontrollera l6sningarna genom

insdttning 1 den ursprungliga ekvationen innan vi skriver svaret.
b) x<-2
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b)

X=1>0 och2x-1>0

MVX—1+Iv2X—1-Inv27 +1n3=0 x>1 och  x>—

InvVx—-1+1nv2x-1 =lnx/ﬁ—ln3

In(Vx—1-v2x=1)=1In

InJ(x=1)(2x=1) =In

2

3

ln\/zx2 —X=2X+1 :ln\/§

v2x2—3x+1=3§
>0 20
2x% —3x+1=3

2x2—3x—2:0

2

Dvs. x> 1

logax+logay:10ga(x-y)

X
logax—logay=loga(—j
y

V27 A3 <3333
Ja b =+ab

Funktionen In &r strangt
vaxande eftersom basen

e > 1. Likheten bevaras.

) 2. .
Funktionen X~ &r strangt
vaxande niar X >0 och

likheten bevaras.

X_3iJ03f—4~2(—ﬁ
- 2-2

o
+

5

L ‘

x=2 eller X:—% X>1

duger duger inte

Ekvationens 16sning dr X =2

Svar a) x=121 b) x=2
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7
f(x):x3+3x+2

Funktionen f ar en kontinuerlig och deriverbar
polynomfunktion.

Derivatan f'(X)= 3x%+3>0, vilket geratt f 4r stringt
>0
vaxande och har en invers funktion.

2=1(xy)
2=x," +3x,+2
x03+3x0:0
1\ 1 )
) 2= Xo(Xy> +3)=0
()@= (% +3)
Xo =0 eller X02+3:O
x02:—3
16sning saknas
_ 1 f’(x):3x2+3
f'(0)
__ 1
3.0°+3 3

8

Pastdende  Ekvationen x> —+/X —1=0 har exakt en reell
16sning.

Bevis

De reella losningarna till ekvationen x? —</x —1=0 &r samma
som nollstéllena till funktionen

f(x):xz—\/;—l, X>0

Vi visar da att funktionen f har exakt ett nollstille.
Vi studerar derivatans teckenschema:
Funktionen f ar kontinuerlig i intervallet [O,oo[ och deriverbar 1

intervallet ]0,00[ och dess derivata ar

') =D(x* = Jx -1) x>0

:2x—Dx5—O
| -1

=2X——X 2
2

=2X—L

Derivatans nollstéillen:
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f'(x)=0

2X—L:0

2%

1
2X =——
2Jx
—
>0 >0
4x2 _L
4x
16x° =1
3oL
16
16
wo_ L
J16
duger
Teckenschema:

Derivatan ér kontinuerlig och vi kan bestimma dess tecken med

testpunkter

x>0

Oma=>0 och b>0,
2

siira=b<a’=hb>

|-4x (+0)

| x>0

16sningar till 6vningsproven e  uppdaterad 19.5.2010 e

f'(x) — +

fo | — |
1
6

Eftersom
e Funktionen f &r kontinuerlig

o f(0)=-1<0

o f(4)=4"-V4-1=16-2-1=13>0
har funktionen enligt teckenschemat exakt ett nollstille 1
intervallet }%, 00 { -

V1 soker ett nollstidlle med 2 decimaler till denna funktion.
Nollstéllet dr pa samma gang den enda reella 16sningen till

ekvationen x* —+/x —1=0. Vi anvénder gaffelmetoden.
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Ellips 8 e Rot- och logaritmfunktioner
“ ¢ (X) _ )(2 B \/; 4 f kontinuerlig i nollstélle Xy
det slutna intervallet | i det 6ppna intervallet
1 f(1)<0
2 f(2)>0, f1)<o0 [1, 2] 1<xp<2
1,5 f(1,5 >0, f(l)<0 [1;1,5] 1<xg<L5
1,45 | f(1,45)<0, f(1,5) >0 [1,45;1,5] 1,45 <X <15
1,49 | f(1,49)<0, f(1,5)>0 [1,49;1,5] 1,49 < x( <1,5
1,494 | £(1,494) >0, f(1,49) <0 | [1,49;1,494] 1,49 < x() < 1,494

Ett ndrmevirde med 2 decimaler till 16sningen dr X ~1,49.

Svar

X~1,49

uppdaterad 19.5.2010 e

9

200 silar
220 salar

ar 1995
ar 1999

a) Observationer:

Vi betecknar den arliga tillvixten med K.
Antalet sidlar k-faldigas pé ett ar och efter fyra ar har den okat

med faktorn k*.
Vi far ekvation

k*-200=220 |:200
1
Funktionen X4, X >0 &r strangt
k* = 220 vaxande och likheten bevaras

27 200
>0 &S
>0

1 1

(k)4 = |
10

1

k=
10

k=1,0241136...~1,02411

Den éarliga tillvixtprocenten ar

(k=1)-100=2,411... 2,4 %
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b) Antalet sdlar 1,011-faldigas pa ett ar. 10
Om antalet sidlar pa4 x &r okar fran 170 till 200, far vi
ekvation Vi1 ritar figur
1,011%-170 =2 V4
,0 70=200 A(10, 6)
Funktionen Ig ar 6+
x 200 ” "
1L011" = 70 strangt vaxande och
likheten bevaras. b
20 6
lgl,Olllegﬁ logaxr:rlogax
20 ® a 10—-x -
x1g1,011:1gﬁ |:1g1,011 00, 0) B(x. 0) 10
620
_ & 17 Strackan OBA tar tiden
1g1,011
X =14,855... (__a b
1,25v v
2 L2
1995 — x =1980,144... ~ 1980 __X +\/(10—X) +6

1,25v v

Observationen gjordes dr 1980. 1( 4 3

=—(—x+\/100—20x+ X +36j
vi5
0 . .
Svar a) 2,4 % per ar b) &r 1980 :l(%x+\/x2—20x+136j

\'
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Tiden ar kortast nar funktionen

f(x):§x+\/x2—20x+136, 0<x<10

antar sitt minsta virde eftersom — dr en positiv konstant.
\"

1) Funktionen f &r kontinuerlig i det slutna intervallet [0,10],
deriverbar 1 det 6ppna intervallet ] 0,10 [ och antar da sitt

minsta virde 1 intervallets &ndpunkter eller i derivatans
nollstéllen (Fermats sats).

2) Derivatans nollstallen

f’(x):D(§x+\/x2—2OX+136j [0<x<10

1
:§+D(x2—20x+136)2

1
:%+%(x2—20x+136) 2.(2x-20)

4 Xx—10
—+
5 X2 —20x+136

Vi far ekvationen

f'(x)=0
ﬂ+ x-10 0
5 X% —20x+136
X—10 _ 4
Jx2-20x+136 5
0<x<10
_5%X+50= 4vX2 —20X+136 |Oma>0 och b>0,

>0 >0 2

2
sdagra=b<a " =b".

2
(—5x+50) =(4yx2 — 20x +136)
25%% —500% + 2500 = 16x> —320% + 2176
9x* —180x +324=0 -9

x2—20x+36:0

X_ZOi\/(—20)2—4-1-36 20416
2.1 2
x=18 eller x=2 |0<x<10

duger inte duger
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3) Funktionens varde i intervallets andpunkter och i
derivatans nollstéallen

f(O):§-0+\/02—20-0+136z11,66

f(2):§-2+\/22—20-2+136z11,6 (minst)

f(lO):§-10+\/102—20-10+136:14

Dvs. tiden &r kortast nir x=2 ochdéd dr B=(2,0).
Kortaste vig i (0,0) —(2,0) —(10,6).

Svar (0,0)—(2,0)—(10,6)
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