Ellips 9 o

Prov 1
1
a) Dsin3x
[S—
u(s(x))
=Ccos3X- 3

b)

c)

— -

u'(s(x)) s'(x)
=3cos3X

Dsin3x

:D(sinx)3
H_J

u(s(x))

=3(sin X)2 -COS X
—_— ) —

u'(s(x)) s'(x)

.2
=3sin“X cos X

D sin x>
N
u(s(x))

= cosX3 . 3X2
—_— ——
s'(x)

u'(s(x))

:3X2 cosx3

Trigonometriska funktioner och talfoljder

S(x)=3x

S(X)=sinX

u(x):x3

S(X)=X

U(X)=sinX

u(X)=sinX

och

och

och

och

och

och

s'(x)=3

u’(x)=cosx

s'(X)=cosX

u'(x):3x2

s’(x):3x2

u’(x)=cosx

16sningar till 6vningsproven e

d)

Dtan” (3x)

= D(tan3x)2

—

u(s(x))

=2tan3Xx-Dtan3X
%f_/ %f_/

u'(s(x))  s'(x)

T
3X#—+N-7
2

uppdaterad 12.5.2010

T T
X#—4+N-—, NeZ
6 3

S(X)=tan3Xx

u(x)= x* och u'(x)=2x

S; (X)=3x

och Sl' (x)=3

U, (X)=tanXx och ul' (X):1+tan2 X

:2tan3x(1+tan2 3X)- 3

—_—

ul,(sl (x))

-
5 (%)

:6tan3x(1+tan23x), x¢£+n-£, neZ

Alternativ 2

Dtan2(3x)

:D(tan3x)2

—

u(s(x))

7T
3X#—+N-T
2

T T
X#—+N-—, NeZ
6 3

S(X)=tan3x

u(x):x2 och u’'(x)=2x
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s;(x)=3x och s, (x)=3
=2tan3x-Dtan3X , 1
ﬁ’—u,(s(x)) ﬁf—s,(x) U, (x)=tanx och u, (x):COS "
1
=2tan3X- 3 3
cos” 3X
(R ——
u' (s(0) 5" (%)
6tan3 X T T
== , X£#—+N-—, NeZ
cos” 3X 3
e)
derivatan av en produkt:
D(sin Xcos X)
D(f-g)=(Df)-g+(Dg)-f

=(DsinXx)-cosX+(DcosX)-sinX
=cosX-cosX+(—sinx)-sinX

5 5 cosinus for dubbla vinkeln:

=Ccos X—sin“X
2 .2

cos“a —sin“a =cos2«a

=C0S2X

16sningar till 6vningsproven e

Alternativ 2

D(sinXcosX)

:D(lsin2x)
2

:lD sin2 X
2 S —

u(s(x))

:lcos2x- 2
— ——

u'(s(x)) s'(x)
=Cco0s2X

uppdaterad 12.5.2010

sinus for dubbla vinkeln:

2sinacosa =sin2a, vilket ger

i |
s1nac0sa:§sm2a

s(x)=2x och s'(x)=2

u(x)=sinx och u’'(x)=cosx



Ellips 9 o Trigonometriska funktioner och talféljder o 16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

D > Alternativ 2
dah :

cosX=0 \\\NR/// 1 . ///+\\\
T 3 D N \/

PR ?n cosX X#—+N-T 3n

p_! 2 : :
cos X derivatan av en kvot: ( - S(X)=cosX och §'(X)=—sinX

=D(cosX
D(iJ:(Df)g_(Dg)f m U(X)ZX_l och U'(X):—X_z
g g2

=—(cos X)_2 -(=sinx)
(D1)-cosx—(Dcosx)-1 .
— u'(s(x)) s'(x)

2
(cosx)
0-cosX—(—sinx)-1 =, 'SmX
- 5 cos X
cos” X )
. sin X T
sin X T = 5 , X#—+N-w, NeZ
=—— > X#F_+N-m, NeZ Cos” X 2
cos” X
tanX x¢n+n neZ
o o . = A .Tc e
Svaret kan ocksa ges pa ett annat sitt: cosX ’

sinx sinX 1
= : =tanXx-
cosZx COSX COSX COS X

B tan X

I
= , X#—+N-m, NeZ
COS X
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Svar

o Trigonometriska funktioner och talfoljder

a) 3cos3x

. 2
b) 3sin” Xcos X

C) 3% cos X’

d) 6tan3x(1+tan2 3X), x¢%+n-§, nNeZ

b

(6tan3x

cos” 3x
€) cos2X

sin X
f) 2 2 X i
cos X

tan X i
, X#—+N-m, NeZ

cosX

T T
x¢—+n§3ner

T
5+n°7t, nez

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

2
a)

ur minnestriangel eller

1
COSX=——= tabellbok:
V2
cos~ = 1
TG
A

X=x—+4+n-2x

b)
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ur minnestriangel eller

sin(x—gj :g tabellbok:

A

AT

]
T T T T

X——=—+Nn-271 eller X——=nm——+n-27n
3 3 3 3
7T 7T

X=—+—+n-2m eller X=m+Nn-2x

X=2—n+n-2ﬂ:
3

Anmarkning: Man skulle ocksa ha kunnat 16sa uppgiften genom

T
att beteckna X — E =t.

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

tan(SX—Ej =1
6

- 4
NP

T T
SX——=#—+N-7
6 2

3)

T T
S5X# —+—+nN-m
2 6

47
5X#—+nN-7
6

27
X#—+N-—

15
ur tabellbok:

tanzzl
4

T
5
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5X—%:§+n-n 3
3) 2) Vi studerar en aritmetisk talfoljd (a,), n=1, 2, 3, ..., vars 7:e term
sx= T T nn dr a; =—13 och 15:nde termdr a;5 =—11.
4 6
_5m _ Eftersom f6ljden dr aritmetisk, s &r
T o uppfyller -11=-13+8d
X=— R
12 5 definitionsvillkoret d- —11+13 2 1
8 8 4
a) a,=a +(7-1)-d
T —-13=a,+6 1
Svar a) X=x—+n-2n, neZ 4 Toy
4
6 1
b)x:z?n+n-2n eller Xx=n+n-2n, neZ al=—13—z=—145
T T b) Vi far olikheten
C) X=—+N-—, NeZ
12 5
a, <0
a, +(n-1)-d<0
“1atit-n-teo
2 4
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(n-1)-2<14t -4 (>0)
42

n—1<§-4
2

n<58+1
n<59 In=1,2,3,...
n<358

Dyvs. antalet negativa termer dr 58 stycken.
(a, <0, nirn=1,2,3,...,58)

c) Vi far ekvationen

—14l+(n—1)-l=21
2 4

(n—1)-Lo214+14L
4 2

n=11-4+1:143eZ+
2

Dyvs. 21 ér foljdens 143:e term.
1
Svar a) a, :145

b) Antalet negativa termer dr 58.

c) Ja, den 143:e term.

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

4

a)
cosa=cosff <

T
cos(3x+—j =COS X
4

a=+f+n-2mn ///;?\
NI

3x+§:ix+n-2n

3x+§:x+n-2n eller 3x+%:—x+n-2n

2x=-Z4n2n eller 4Xx=—Z+n-2n
4 4

TT TT

T
X=——+n-nw eller X=——+
16 2

Vi undersoker om vi kan skriva losningarna i en enklare form.
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T T
n X=——+N-7 X=——+n-—
16 2
0 n o
2 16
n T 8)n n
| ——+n=— -——+ —=—
8 8 16 2 16
16 16
8)
o om 28n ,7 | w M 23 7
16 2 16 16
4 T o 16), 3w 1_5
16 16 16
5 _m Vs _4m_ 9
16 2 16 16

Losningarna kan inte skrivas 1 en enklare form.
Losningarna kan ocksa skrivas

n n T
X=—+n-w eller X=—+n-—, NeZ
8 16 2

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e
b)
trigonometrins
3sin’X+16cosX+9=0 grundformel:

sin’X=1-cos>X
3(1—cos2X)+16c0sX+9:0
3—3coszx+16cosx+9=0

—3c0s>X+16cosX+12=0

1644162 —4-(=3)-12

COSX =
2-(=3)
-16+20
COSX=—"""—
-6
-16+20 4 2 -16-20 -36
CoOSX=———=—=—— c¢ller cosx= = =6>1

ingen 16sning
Vi far ekvationen

med raknare

COSX=—

I
o
o
95}

L
TN
I
(SN )
~—
Il
NS}
o8}
S
S
D
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c)

Trigonometriska funktioner och talfoljder

=~ d,3005,,

X=%2,3005...+n-2n

X=+2,30+n-27
cosX+cosd4x=0

cosSX=—cos4X

P

dh

cosX=cos(m—4x)

o

v

cosinus for
supplementvinkeln:
—cosa=cos(nm—a)
cosa =cos f &

a=rf+n-=n

16sningar till 6vnings

X=+(n—4x)+n-2xw

proven e uppdaterad 12.5.2010

X=mw—4X+n-2n eller X=—m+4X+Nn-2n
5X=m+Nn-2x eller —3X=—-mw+n-2mn
T 27 T 27
X=—+nN-— eller X=—+Nn-—
5 5 3 3
d)
) ) T
sm3x+sm(x+gj:0
) i . ) )
s1n(x+gj=—s1n3x sin(—a)=—sina
sina =sin f <
sin(x+%j:sin(—3x) a=pF+n-2n eller g
a=n—F+n-2xn KJ
X+—==-3Xx+n-2n eller

eller

eller

n-— eller

x+g:n—(—3x)+n-2n
X—3X:—%+n+n-2n

—2X:5—n+n'2n
6
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Svar

o Trigonometriska funktioner och talfoljder
Tn Tn T
a) X=—+n-nm eller X:E+n-5,nez

b) Xx=£2,30+n-2w, NneZ

C) X:E+n-2—n eller x:£+n-ﬁ, neZ
5 5 3 3

d) x=—"1n.Z eller x:—f—;+n-n, neZ

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

100
) D -2 =1+(-D+(=3)+(=5) +...+(~199)

i=0

Summan éar aritmetisk eftersom differensen av tva pa
varandra foljande termer dr konstant,

a, —a, =1-2(k+1)-(1-2k)
=1-2k-2-1+2k
:—2’

och darfor oberoende av vérdet pa indexet k =0, 1, 2, ..., 99.

Vi far att
quy a, +a
> (1-2i) S,=n-——"
i=0 2
:1OL1+0499)

=-9999
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Trigonometriska funktioner och talfoljder

Summan dr geometrisk eftersom kvoten av tva pa varandra
foljande termer dr konstant,

2
ak+1: 3k+1 _ 2 .i: 3k :l
a i 3k+1 2 3k+1 3’
3k

och darfor oberoende av vérdet pa indexet k =0,1,2,...,18.

V1 far att
1-q"
S. =a
ii n 1 l—q
k
k=03 alzizz, q_l,n:20
30
20
-[3)
:2._31
1—=
3

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

1999

n
i) > lg—
= N+l
logaritmen av en kvot:
2 3 4 1999
=lg—+lg—+lg—+...+1g—— X
3 4 5 2000 loga(—J=logax—logay
y

=(1g2- 15 ) + (15 - o) + (g - &) + ..+ (424999 —122000)

logaritmen av en kvot:

=1g2-1g2000 X
log, x—log, y=log, ;
2
—lo—2
52000
1
o
£1000
el
10°
utflyttning av exponent:
-3
=1gl0 ;
log, x* =rlog, X
logaritmen av basen:
=-31gl10
log,a=1
=-3-1
=-3
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Alternativ 2

1999

o n+1

3 4 1999 logaritmen av en produkt:
—lg +lg—+lg—+...+1lg——
3 4 5 2000 logax+10gay=loga( Xy )
o[ 2.2 A 999
& Z % X = 2000
52000
logaritmen av en kvot:
1
~ 71000 loga(ﬁleogax—logay
y

logaritmen av talet 1:

=1gl—1g1000
log,1=0

; utflyttning av exponent:

=0-1gl0 .
log,x" =rlog, X
logaritmen av basen:

=-3-1gl0
log,a=1

=-3-1

=-3

16sningar till vningsproven

Alternativ 3

1999
> lg—— 1
n—> n+

1999

= Z [lgn—lg(n+1)]

o uppdaterad 12.5.2010 e

logaritmen av en kvot:

log, (g):loga X—log,y

(122- 15 )+ (g8 - o)+ (Tod = &) + ... + (421999 — 1£2000)

1g2 —1g2000

=1g2-1g(2-1000)

lg2—(1g2+1g1000)

=1g2—-1g2—-1g1000

~1g10°

—31g10

-3-1
-3

logaritmen av en produkt:

log, (Xy):logé1 X+log, Yy

utflyttning av exponent:

logaxIr =rlog, X
logaritmen av basen:

log,a=1
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b) Talfsliden (a, )=(-n®+14n%+111n), n=0,1,2, ...

Vi undersoker funktionen f (x)=- x> +14x% +111x , vilket

ger att
a,=f(n),n=0,1,2,...

Funktionen f 4r en kontinuerlig och deriverbar

polynomfunktion. Vi gor ett teckenschema for funktionens
derivata.

fr(x)=-3x%>+28x+111
Derivatans nollstéllen:
f'(x)=0
—3x* +28x+111=0

X_—28i\/282—4-(—3)-111

2-(-3)
. 2842116 —28+46
- 6 -6

-28+46
X=—— =

-3 eller Xx=——=12—
3

. 16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e
Teckenschema:
f'(x) - + + - /*\ ,
- - X
1 X
-3 0 12—
3

Vi ser i teckenschemat att talfoljden (a,, ) ar stringt vaxande nér
n=1, 2,3, ..., 12 och strdngt avtagande niar n =13, 14, 15, ....
Dyvs. storsta termen i talfoljden (a, ), n=0, 1, 2, ..., &r antingen
a;, eller a;;.

a,, = f(12)=-12° +14-12% +111-12=1620 stdrsta virde

a;;=f(13)=-13" +14-13% +111-13=1612

Svar  a) i)—9999 ii) 3-——~3 iii) -3
3

b) Den storsta termen dr a;, =1620
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6 b)
a) T
1 x¢5+nw
s1anosX:E ‘-2 tan X = cos X .
fan X — sin X
2sinXxcosXx =1 ‘251nacosa:sm2a cos X
sin2Xx =1 sin X
=cos X ‘-cosx (#0)
P COS X
2

_ 5 sin”X+cos*x =1
sinX =cos” X

coszx :1—sin2X

sinX:l—sinzx

Y

2x=24n-2n
2

T
X=—+N-7
4
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Trigonometriska funktioner och talfoljder

sin2X+sinX—1:0 ‘Vi betecknar t =sin X.

t? +t—1=0
t_—li\/12—4-1-(—1)
2-1
t_—li\/g
2-1
_1— —1<sinx <1, vilket ger
t, = ! \/§:—1,618...<—1 s
2 —-1<t<1
duger inte
t2:_1+*/§:0,618...
2
duger
sinx=0,618...

(SNATS

v

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

uppfyller
X=0,6662...+n-27 PPLY
definitionsvillkoret
eller
X=m—0,6662...+n-2xn
uppfyller
x=2,4753...+n-2x PR
definitionsvillkoret

Dvs.

X~0,67+n-2n eller Xx~2,48+n-2xw, neZ
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c) Alternativl
4cos4X:cos2 2Xx—-4

4cos(2-2X)=cos? 2x—4
4(2cos2 2X—1)=cos2 2x—-4

8(:0s2 2X—4=c0s2 2Xx—-4

700322X=0
c0522X:O
cos2x=0
n
2
3n
2
L
(2+7)
2X==+4n-m
2
i T
X=—+n-—

4 2

Trigonometriska funktioner och talfoljder

2
cos2a=2cos” a—1

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Alternativ 2
4cos4 X :cos2 2X—-4

.2
) cos2a=1-2sin"«
4cos(2-2x)=cos“ 2x—4
coszazl—sinza
4(1=2sin? 2x) =1-sin? 2x—4
4-8sin® 2X+sin> 2X+3=0
~7sin?2x+7=0
sin22X:1
sin2x==+1

sin2Xx =1

AN
N

3n
2
T 3n
2X=—+Nn-27 2X=—+N-27
2 2
T 3n
X=—+N-7 X=—+N-7
4 4
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Vi placerar periferipunkterna f6r de erhdllna vinklarna pé
enhetscirkeln och underséker om lésningarna till ekvationen kan

skrivas enklare.
»

v

(L T
X=—+Nn-—
4 2
T
Svar a)x:z+n-n,neZ

b) Xx=0,67+n-2w eller x=2,48+nNn-2w, neZ

C) x:£+no£, nez
4 2

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

a) 2sin X = 6cos X

sin X =3cos X
Trigonometrins grundformel ger
sin®x+cos’ X =1 ‘sinx=3cosx
(3cos X)2 +cos’X=1

2 2
9cos“X+cos " x=1

100082X =1

cos2X:L
10

Enligt formeln for sinus for dubbla vinkeln ar

sin2X =2sin Xcos X ‘sinX:3cosX

=2-3cosX-cosX

:6-0052X 0032X=L
10
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b) Anta att basvinkeln for den likbenta triangeln dr « och att

. 1 :
toppvinkeln ar 2 . Eftersom cosa = 3 sa dr halva basen 1

triangeln a och benen 5a.

Vi ritar en figur.

1
:

o w - a
Dédérsinf=—-=
5a

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Alternativ 1

Enligt Pythagoras sats &r

x? +a’ =(5a)*

x2 +a2 :25a2

x*> =24a’

x=+,V24a’ | x>0
x=v4-6-a’ ‘\/a72=|a|
x=2lal\/6 la>0

x:2aJ€,
x 2avJ6 246

vilket ger cos f =—
8 P 5a 5a 5
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Definitionen for tangens och formlerna f6r sinus och cosinus for
dubbla vinkeln ger nu

_sin2p
cos2p

tan2 S

sin ff =
_2sinfcosf

20052,8—1

o =

BN

cosf =
d 5

,.1.2J6

5 5

NEOE

5

Ho 46

25 25 4J6 25

TLA6_ 23 25 23
25 25

46

——=0,425998...~0,43
23

4/6

Dvs. tan2,6’ :?z0,43

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Alternativ 2
Enligt tabellboken ér
tan f =+ sinf sin f =—
l—sinzﬂ
1 1
=+ S 49
()
5 25
1 1
ST BN :il R
J4-6 2J6 5 246
5 5
1
-+
26

Eftersom 0< £ <90°, sdar tan >0, vilket ger tanf =

1
26
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Enligt tabellboken ar
2tan 1
tan2,6’:—’28 tan f=——
l1—tan” 276

1 1
_ V6 _ e
_1 23
24 24

1 24 VO 4

J6 23 J6.23

e
_24-J6 46

~0,43
623 23

Svar a) sin2X = %

46
2

b) ~0,43

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Punkten (g, — 2) ligger pd kurvan y = X% cos X —2sin X

eftersom

2 2
(Ej cosE—ZsinE:n—-O—2-1=—2
2 2 2 4

Vi bestammer tangentens riktningskoefficient med hjilp av
derivatan.

y:X2 cos X —2sin X
' . 2
y'=2X-cosX+(—sinXx) X~ —2cosX

=2XcosX—X2 sin X —2cos X

Tangenten riktningskoefficient ar

2
ki = y'(zj :Z-E-cosﬁ—(zj sin~ —2cos >
2 2 2 2 2 2

2
—n-0-2—1-2-0
4

2
__T
4
Normalens riktningskoefficient dr dd
1 4
k =
" kr x?
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Tangentens ekvation &r

y=Yo =Kr (X=Xg)

72
n? T
—(—2%:———(x——)
y 4 2
n? n°
+2=—-X+—
y 4 8
n? n°
=——X+—-2
y 8
Normalens ekvation ar
(X0:Y0)=
y—yO—kN(x—xO) A
T

T
y+2=—4?x—g
o T
y:i%x—z—z
o T

Trigonometriska funktioner och talfoljder

b)

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

f (X)=2sinX+cos2X

Formeln for cosinus for dubbla vinkeln ger att
f(x)=2sinx+1-2sin’x, XxeR
Vi betecknar t =sin X. Eftersom X € R, sa géller att

te[—l,l].

Dvs. vi skall bestimma storst och minsta varde for funktionen
g(t)=2t+1-2t%, —1<t<1.

Alternativ 1

1) Funktionen g ar kontinuerlig i det slutna intervallet
[—1, 1] och deriverbar i det 6ppna intervallet ] -1, 1 [, vilket

ger att g antar sitt storsta och minsta vérde 1 intervallets
andpunkter eller i derivatans nollstillen (Fermats sats).

2) Derivatans nollstallen

g(t)=2t+1-2t°
g'(t)=2-4t
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Vi far ekvationen

g'(t)=0
2-4t=0
t:%e]—l,l[

3) Funktionens varden i intervallets &ndpunkter och i
derivatans nollstallen

g(-D=2-(-D+1-2-(-1)* ==2+1-2=-3

2
g(lj:21+1_2(lj :1+1_l:11
2 2 2 2 2

g(D=2-1+1-2-1"=2+1-2=1

minsta virde

storsta varde

1 ) . i
Svar Storsta vardet ar 15 och minsta vardet ar —3.

Alternativ 2

Grafen y=2t+1-2t?

g(t)=2t+1-2t>
Parabelns topp:
-b 2 1
Xo =
22 2-(-2)

VTN —

, —1<t<1 till funktionen

, —1<t<1 &r en parabel, som Oppnar sig nerat.

16sningar till 6vningsproven e

5
2° 2

uppdaterad 12.5.2010 e

Funktionen Q:s

e stoOrsta virde ar 1% och
e minsta virde ir g(—l):2~(—l)+1—2~(—1)2:—
Dvs. storsta vardet for funktionen f ar 1% och minsta vardet ar

-3.

Alternativ 3

Funktionen f (X)=2sinx+1-2 sin”x dr periodisk med perioden
21, vilket gor att vi kan begrinsa oss t.ex. till intervallet [0,2m].

1) Funktionen f &r kontinuerlig i det slutna intervallet [O, 275]
och deriverbar i det 6ppna intervallet |0, 27 [, vilket ger att den

antar sitt storsta viarde och sitt minsta varde 1 intervallets
dndpunkter eller i derivatans nollstillen (Fermats sats).
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2) Derivatans nollstéallen

f(x)=2sinx+1-2sin’x

f'(X)=2cosx—2-2sinXcosX

=2cosXx(1-=2sinx)

V1 far ekvationen

f'(x)=0

2cosx(1=2sinx) =0

cosX=0

eller

1-2sinx=0

: 1
sinX =—
2

Trigonometriska funktioner och talfoljder

ur minnenstriangel

eller tabellbok:

1
2

x=£+n-n eller x:£+n-2n eller x:5—ﬂ+n-2n
2 6 6

3)

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Eftersom 0< X < 27, sa ar derivatans nollstillen

X=2y0om="
2
X=—+1 n=3—n
2
X=—+0-2n=—
6
X 5—n+0-2n=5?n

Funktionens varde i intervallets &ndpunkter och i
derivatans
nollstallen

f(0)=1

f Ej:l
2

f —j =-3 minsta varde

f Ej = 1l storsta varde

f S—RJ = 1l storsta varde
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Dvs. funktionens storsta varde ar 15 och minsta varde ar 3.

L a) f(x):2X5+3tan§, 2m<x<2m
I

- T : :
Svar a) Tangentens ekvation dr Yy = e X+ e 2. Funktionen f ar definierad néar
- 4 2 XeZinon \-4
Normalens ekvation ar y = — X——= 2. 4 2
T T

X£2nm+Nn-27w

neZ

b) Det storsta vardet ar 15 och det minsta vérdet ar x#=(n+l)-2n

—2m<X<2m

-3.
alltid sann
Funktionen f ar definierad, kontinuerlig och deriverbar for

alla Xe]—2n, 2n[.

y s(x):g, u(x)=tanx
f'(x)=10x4+3.D(taan
, u'(X):1+tan2 X

I
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b)

Trigonometriska funktioner och talfoljder

=10x* +é+étan25
4 4 4

- 10x* +%tan2§+§>0 |—2m<x<2m

[ —] —_— -
>0 >0 >0

Dvs. f'(x)>0 foralla —2n<Xx<2m, vilket ger att
funktionen f ar stringt vixande.

Pastaende: sinX < X, nir x>0 , dvs.
sinX—X<0,nédr x>0.
Bevis:

Vi undersoker funktionen f(X)=sinX—Xx, X>0 och visar
att den aldrig antar positiva virden.

Vi undersoker forloppet for funktionen f med hjilp av
derivatan.

f(X)=sinx—X

f'(X)=cosx—1
Eftersom cosXe[—l, 1] och cosX =1 endast i enstaka
punkter , sa dr f'(x)<0 alltid och f'(Xx)=0 endasti

enstaka punkter. Da dr funktionen f strdngt avtagande och
antar sitt storsta virde nir X=0.

Eftersom f(0)=sin0-0=0,s34r f(x)<0 foralla x>0.

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

VA

>
X

y=s X

Dyvs. olikheten sinX—X <0 < sinX < X géller for alla x>0.
U
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10

a) Arsrintan dr 6 %, vilket ger att manadsriintan ir

60
A)=O,5 % .

Antalet amorteringar ar totalt 3-12 =36 stycken.

Anta att den fasta summan (annuiteten) &r m euro.
Dé ar

° skulden 1 euro efter den forsta amorteringen

v, =1,005-20 000-m
° skulden 1 euro efter den andra amortering

v, =1,005v, - m
=1,005(1,005-20 000—m)—m
=1,005% -20 000—1,005m—m
° skulden 1 euro efter den tredje amorteringen
vy =1,005v, —m
=1,005(1,005% -20 000—1,005m—m) —m

=1,005>-20 000—1,005°> m—1,005m—m

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

e skulden i euro efter den 36:e amorteringen

~1,005°° .20 000—1,005>> m—1,005>* m—...—1,005m—m

Eftersom skulden &r betald efter den 36:e amorteringen, s féar vi
ekvationen
Vi =0

1,005°° .20 000-1,005"> m-1,005"*m—...—1,005m-m =0
1,005°¢ .20 000—m(1,005%° +1,005>* +...+1,005+1) =0

1,005°¢ .20 000—m(1+1,005+...+1,005>* +1,005> ) =0

geometrisk summa, dér
a;=1, q=1,005 och n=36

36
1,005%¢ .20 000—m.1..- 100" _ 4
1-1,005
36
1,005 .20 000 = m1=1,0057"
1-1,005
1,005 -20 000
1-1,005°°
1-1,005
m=608,438...

m~ 608 (€)
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Den sammanlagda réntan &r

36m—20000=1903,794...~1904 (€)

Réntans andel av lanet ar

1904
20 000

100 % ~9,5 %

Alternativ 2

Enligt tabellboken ér den fasta summan A (annuiteten)

K =20 000
6
A:Kq”ll_;qqn q=1+ 11020 1,005

n=36

=20 000-1,005°° .LOO;
1-1,005

= 608,4387...
~ 608 (€)

16sningar till 6vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Sammanlagda réntan &r
36m—20000=1903,794...~1904 (€)

Réntornas andel av lanet ar

1904
20 000

100 % ~9,5 %

b) Vi bestimmer kvoten mellan radien hos tva pa varandra
foljande cirklar.

£ BCA =30°
£ B,CA, =30°
‘!: .B:C"4_3 — 3()—.

C)
A= 4B =£C=60°

A4,

A a a B

AAB,C~AA,B,C~AA,B,C~...(W)
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r C

n+l _ ~n+l
'n Ch
sin30° :C—n
n
Tt _ Cn =M M l_r_n
o c, 2 ¢
C, =2r,
M1 _ 2rn —Ih T
h 2rn
I _ I =T
I, 2r,
20y = rn2 — I
3rr ., =r° |1, (#0)
3 =Ty
rn+1 :l
, 3
Dvs. 1, ==1,.

16sningar till 6vningsproven e

A

cirklarna

znr12+3(nr22+nr32+nr42+...+7tr332)
) (2 (1)
=nr, +3n||\-r | +{ || 1 N +.o.+ |-
3 3 3 3
2 4 6 64
:nr12+3nrl{(l) +(lj +(l) ++(l) }

3 3 3 3

geometrisk summa

1 1
31:(3) ,qz(J och n=32

uppdaterad 12.5.2010

o) |



16sningar till vningsproven

uppdaterad 12.5.2010

Trigonometriska funktioner och talfoljder

Ellips 9 o
h
AAB,C: tan30°=—
a
r, =atan30°
a
I’l :ﬁ

2
na 1
Dyvs. Acirklarna - 24 (11_ 363 j

Triangelns area:

! 2a2-%§¥:a2J§

A, :E-Za-Za-sin6O°:
Vi far att
naz-(11—363
24 223
:62\5/%(11_323J%
25nﬁ£11_Lj%

18 363
=83,13247...% =83 %

Acirklarna 100 % =
A

Svar a) Den fasta summan ar 608 €.
Den sammanlagda réntan ar 1904 € (9,5 %).

25’“/3(11—Lj % ~83 %

b)
363
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Prov 2
1
a) 19_7t nt=180°
6
= Q-ISOO
6
=570°
.19 . ( 771')
sin——=sin| 2w +—
6 6
ur tabellbok:
. In
=sin—
6 sin7—7t _ !
6 2
__ !
2
cCoOS—— = cos(Zn +_nj
ur tabellbok:
B Tn
= cos? T \/g
coOS—=——
6 2

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

b) tanX:—§ och 90°<x<180°

Alternativ 1
2 .
tanX = -3 ‘ definitionen av tangens
sinx 2
cos X 3

: 2
sin X = ——cos X
3
Enligt trigonometrins grundformel far vi att
sin? X +cos’x =1 sinX:—gcosX
2
2
(——cos xj +cos”Xx =1
3
icoszx+0032X:1 -9

4cos2 X +90082X =9

130082X =9
coszx :2
13
cosx== 2
\/13

cosSX=t+——

3
J13
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Eftersom 90° < x <180° sa ar cosx <0, vilket ger
3

COSX=————. =

J13

4

w | N

2

3 3 _ 2
tT——==F =¥

J13 J13 413
3

S‘N
W

\
ﬁ} > Eftersom 90° < X <180° sd dr sin X >0, vilket ger sinX =
NIB%

cos (4]0
Da ar H’

sin

Ginx = —%cos . 2 (_ 3 J 2 Enligt tabellboken ar
3 3 \/E \/1—3 COSXZi; tanx:—g
A1+ tan” X 3
. 1 1 3
Alternativ 2 —+ _+ _
2 J13 13
Enligt tabellboken dr b+ (—J 3

. Eftersom 90° < x <180°, sd dr cosx <0, vilket ger
an

\/1+tan2X

3
3 \/E
2 2 2
I S S /=]
- 2 _iP_i 13
1+| -= Y
( 3j ) cos

inX =+
SmX== COSX =—
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Svar a) 570°, sinlg—n:—l, cosw—n:—ﬁ
6 2 6 2
2 3
b) sinX=—— och cosXx=———
J13 J13
2
a)
3cos’X-sinX =0
cos?x=0 eller sinx=0
cosx=0 eller X=m+N-7
T
x:5+n-n eller X=N-7

Vi placerar periferipunkterna for de erhllna vinklarna pé

enhetscirkeln och underséker om l6sningarna till ekvationen

kan skrivas enklare.

A

v

=
Il
>

(NSNS

16sningar till vningsproven e

b)
tanx+tan(g—2xj:0

tanX:—tan(E—Zx)
2

T
tanx:tan(2x——j
2

uppdaterad 12.5.2010 e

7T 7T 7T

X#—+N-w och ——2X#—+N-7
2 2 2
-2X#N-1

T
X#N-—
2
T
Dvs.x;tn-z, nNez

—tana =tan(—a)

tana =tan f <

a=0+Nn-n
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7T
X=2X——+N-7
2

T
—X=—=4N-T (-1)
2
Eftersom ne 7Z, s ger
T T T
X=——-N-7 X=——-N-mochX=—+Nn-m
2 2 2

samma vinklar.

Uppfyller inte definitionvillkoret
X=—=+n-m
2

T
X#N-—
2

Dvs. ekvationen saknar 16sning.

C) Vi skriver om ekvationen pé formen tana =a.

:cos X, vilket kriaver

cosX=4/3sin X cosX#0 dvs.

T
X#—+N-7
2

1:\/§.SIHX

CcOS X
\/gtanX=1

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

ur tabellbok:

tan X =

S~

v

T
X==+4n-7
6

Om cosx=0 dvs. omX:5+n-n,saar sinX=0.Da ar

ekvationen cosX = \/g sin X falsk. Dvs. ekvationen
=0 #0

cosX =+/3sinX é&r inte uppfylld nér x:g+n-n.

Svar a) X=n-
b) Ekvationen saknar 19sning.

T
c) X:g+n-n,neZ
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3

Alternativ 1

Vi ritar en figur dér « ar basvinkeln i en likbent triangel och £

toppvinkeln.
Anta att vinklarna dr givna 1 radianer.

Vinkelsumman 1 triangeln dr 180° eller © (rad), dvs.

2a+p=mn
T
f=n-2«a ‘O<a<5, eftersom £ > 0.
sin o
tana =22 ‘tana:
cosa
sina T
=242 cosa # 0, eftersom o #—.
cosa 2

sino :2\/500505

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

tan f=tan(n—2a)

=tan(—2a+1-1) tan(a+n-m)=tana

=tan(—2a) tan(—a)=—tana
sina

=—tan2«a tano =
cosa

B sin2«a

cos2«o
2sinxcosa

=— > > ‘sinazZ\/Zcosa
cos a—sin“«a

2-2\/50082(1

2 2
cos"a —8cos

B —4\/§cosza

2
—7cos”

_42

7
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Alternativ 2

Eftersom tana =22 , sa dr triangelns hojd 2+/2a och halva
basen a.

Vi ritar en figur.

a d
. . p a 1
Da ar tan—= = .
22a 242

16sningar till vningsproven
Tabellboken ger att

2tan X

1—tan2X

I

2tan—
tanf=— 2

2 p

l—tan™~—
2

tan2 X =

[E—

2.~

242

\S]

[E—

o
N——
[\

o

uppdaterad 12.5.2010

Inséttning X =

I

tan— =
2

2

1

J2

B
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Alternativ 3

Trigonometriska funktioner och talféljder

Eftersom tana =22 , sa ar triangelns hojd 2+/2a och halva

basen a.

Vi ritar en figur.

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Pythagoras sats ger att

2
x?=a’ +(2\/§a)
x2 =a2 +8a2
x2 =9a2

x=(i)\/9a2 | x>0
x—J9a’ Va? =lal

x =3al |la>0

a_a_1
X 3a 3
2v/2a 242a 242

X 3a 3

cosﬁ
2

vilket ger
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tan f = sinf ‘ definition av tangens 4
cosf ¢
a, =
i inus £6 Antagande: {
| (2 ,Bj sinus och cosinus for g {an —25a,,-24,n=2,3,4,..
S| -7~ la vinkeln: o .o -
_ 2 dubbla vinkeln Pastaende: Allménna termen dr a,, = 52n-1 +1, n=1,2,3, ...
cos(2-’8j sin2a =2sinacosa Bevis: N "
c0s2a = 2cos2a -1 e Talfoljdens forsta term, n = 1:
B B . p 1 20-1 4l
2sin*cos™— Sim-—=— 5 +1=5 +1—6—a1
7 7 2 3
7 cos2 5 _1 cos ﬁ _ 22 e Rekursionsformeln:
3
|23 258, —24=25-(52""D"1 1) 24
-3 3 =25.(52"27 41)-24
2~/2 _
2 [*3/_) -1 =25.(52"2 41)-24
4J2 42 =5%.52" 12524
9 0 _52n—3+2 11
16 7
5_ 5 _52n—1 +1
42 9 42 =an
T 9 7 7 De bada villkoren for den rekursivt givna talféljden ar uppfyllda,
vilket ger att den allménna termen &r
2n-1
a, =5 +1, n=1,2,3,....
Svar # " O
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5

a) Vi bestammer skdrningspunkten mellan kurvorna y = tan x
och y=tan2X genom att 16sa ekvationssystemet

(1) | y=tanXx x¢g+n-n

(2)|y=tan2x

2x¢£+n-n dvs. xz=Xin. X
2 4 2

tana =tan f <
tan X =tan2 X

a=p3+n-7
X=2X+Nn-m
—X=Nn-7 IneZz
uppfyller
X=N-m
definitionsvillkoret

De vinklar X=n-m, n€Z som ligger i intervallet | =27, 2x [
ar vinklarna X=-m, X=0 och x=m.

Vi bestdmmer virdena for y genom att sitta in virdena for X i
ekvation (1).
X=-m: Yy=tan(-m)=0

X=0: y=tan0=0

X =T y=tannt =0

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Dvs. skirningspunkterna r (—=, 0), (0,0) och (=, 0).

b) Den minsta positiva l6sningen till ekvationen ¢~ =2cos X

dvs. till ekvationen e * —2cosX =0 &r samma som det
minsta positiva nollstéllet till funktionen

f(x)=e X —2cosx.
Derivatan till funktionen f ar

f'(x)=e X -(=1)-2-(-sinx) =—e " +2sinX

Derivatafunktionens f ' derivata ar
f'(x)=—e " -(=1)+2-cosx=e " +2cosX
I intervallet [O, g} ar f''(x)>0, eftersom

e >0 och cosx>0.

Da ar derivatafunktionen f' strdngt vixande i intervallet

03]
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y=r"(x)
Eftersom
e f'(0)=-1<0
. V(EJ:L8>O o /4 Ty
2 2

e f' ar kontinuerlig i slutna intervallet [0, gJ

f e . . L) T
o f' dr stringt vixande i intervallet {O, 5}

sa har derivatan exakt ett nollstélle t 1 intervallet } 0, g [ :

Teckenschema:
f'(x) — +
f(X) \ / n
. . m X y=r(x)
2
Eftersom
e f(0)=-1<0 .
0 tIx T«
. f(gj=0,2>0 -

e f ar kontinuerlig
sa ger teckenschemat att funktionen f har exakt ett nollstille

X, 1 intervallet {0, g} )

16sningar till vningsproven

o uppdaterad 12.5.2010 e

Vi soker detta minsta positiva nollstélle X, med hjélp av

gaffelmetoden.

f kontinuerlig i

nollstillet x,, 1

X f(x)=e X —2cosx

slutna intervallet | 6ppna intervallet
0 f(0)<0
g f(§)>0, f(0)<0 [0,%} 0<x0<§
1,5 f(1,5)>0, f(0)<0 [0;1,5] 1<x,<L5
1,4 f(1,4)<0, f(1,5)>0 |[[1,4;1,5] 1,4<x, <1,5
1,45 | f(1,45)<0, f(1,5)>0 |[[1,45;1,5] 1,45<x, <1,5
1,454 | £(1,454)>0, f(1,45)<0 |[1,45;1,454] 1,45<x, <1,454

Dvs. nollstillet, givet med tre géllande siffror, dr X, ~1,45.

Svar

b) X ~1,45

a) Skirningspunkterna dr (-=, 0), (0,0) och (x, 0).
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6.

Forsta Sista

Papprets tjocklek dr 0,10 mm =0,010 cm.

Diametern 1 foljande pappersvarv dr alltid
2:0,10 mm=0,20 mm storre dn 1 foregdende varv.

Varvens diametrar bildar da en aritmetisk serie.

Papprets langd ér
p=p,+ P, +...+ P, | p=2nr=nd
=nd, +nd, +...+nd
a, +a
=n(d, +d, +...+d S =n.——"
(d+dy +ody) |8y =n-2

aritmetisk summa
‘ d, +d,
2

=7-N

16sningar till vningsproven e
Diametern 1 det forsta pappersvarvet (mitt 1 pappret) ar
d, =0,25 m+0,10 mm=25,01 cm och
diametern 1 det sista pappersvarvet (mitt 1 pappret) ar

d,=1,5m-0,10 mm=149,99 cm.

Antalet varv 1 rullen ar

Ne (1,5m-0,25m):2 62,5 cm

= =6250
0,10 mm 0,010 cm

Papprets ldngd ar

d, +d,
:TC'n‘
P 2
=n-6250-25’01 cm+149,99 cm
2
=17180,584... m
~17,2 km
Svar 17,2 km

uppdaterad 12.5.2010
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7

Trigonometriska funktioner och talféljder

Anta att den arliga inséttningen dr a euro och att antalet

insdttningar (antalet sparar) ar n.

1:a insédttningen 4r efter n ar 1,025" a

2:a insdttningen &r efter n—1 ar 1,025n_l a

3:e inséttningen &r efter N —2 ar 1,025n_2 a

n:te insdttningen ar efter 1 ar 1,025a

Saldot péd kontot efter n ar ar

1,025a+1,025%a+1,025° a+...+1,025"a

geometrisk summa

a1 =1,025a, g=1,025 och antalet termer n

1-1,025"

=1,025a-
1-1,025

Vi far ekvationen

n
1,025a- 7102 594
1,025
n
1025171025 5,

1-1,025

‘:a(#O)

|-(~0,025) |:1,025

16sningar till vningsproven e

1-1,025" = 0,5
1,025
1,025" =1+ 0,5
>0 [ —
>0

n=16,089...
n~17

Svar 17 ar

uppdaterad 12.5.2010 e

Funktionen lg dr strangt vaxande ,

likheten bevaras.

logaritmen av en potens:

logaxr =rlog, X
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8
f(X)=4x—-3tanx+7
Funktionen f &r definierad nir X # g +n-m, neZ.

Vi gor ett teckenschema for derivatan av funktionen f.

f'(x)=4-3-Dtanx+0 ‘Dtana:1+tan2a

—4-3(1+tan?x)

:1—3tan2 X
Derivatans nollstéllen:
f'(x)=0
1-3tan’x=0
tanzx :l
3
tan X = -I-L
3
ur tabellbok
tanX =—— eller ta.nx—L tans—n——i
NE] J3 6 3
tang—i
V3
T
5w T XZ—+N-7
X=—+n-m eller X=—+N-7 2
6 6
duger

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Derivatan f ' ar kontinuerlig, vilket ger att den endast kan byta
tecken 1 derivatans nollstéillen eller i punkterna

X = 5 +n-m, neZ. Vibestaimmer derivatans tecken med hjélp

av nagra testpunkter.

X f'(x)
0,5+n-m +
I+n-m —
24+Nn-1 —
3+n-m +
f'(x) + - = +
f) __— | — T —, [ —
T T X
—+nN'm —+NT —+N-7
Teckenschemat ger att funktionen har
e T
maximistillen X:g+n-n, nNeZ
och
e Sn T
minimistillen X:?+n-n & X:—g+n-n,neZ
e T
Svar maximistillen X=g+n-7t, neZ och

e T
minimistillen X = —g +Nn-mw, NeZ
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9 a) Summan av den 50 forsta kvadraternas omkretsar ar

Anta att sidlingden 1 den forsta kvadraten ar a. P=P,+Py+P3+..t Psg
Vi bestdmmer sidldngden X 1 den andra kvadraten med hjélp av

Pythagoras sats. 1

:44%4(%j4(%j4($j

geometrisk summa

1
a,=4a,q=——= och n=50
<=(3)+(3) B
2 2
2

50
2 1
R g e
4 4 5 Y =4a- =4a-
Ce : £ V2
d
~ a “ J2 1
X= () —= _4a. .(1_ j
2 2 I

225

~4a 2+2\/§12 (1—2;) 4a(2+f)(1——j

Dvs. sidldngden 1 foljande kvadrat &r alltid % ginger
2

sidlangden 1 foregdende kvadrat. ~13,7a
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b) Summan av de 50 forsta kvadraternas areor ar

A=A +A +Aj+...+ Ay

(el &)

=a’ (%Ta%r (%]4324- (%Taz +..t (%

geometrisk summa

1V
alzaz,q:(—j och n=50

J2

Svar a) 4a(2+\/§)(1—%]z13,7a
2

16sningar till vningsproven e

10

Vi ritar en figur.

uppdaterad 12.5.2010 e

A N

Vi betecknar sidan BC =a, vilket ger att sidan AB =4a.

Sinussatsen ger forhallandet

4a a
sina  sin(a —45°)

sin(¢—45°) a

sina 4a

4sin(a —45°) =sina

4(sinacos45°—cosasin45°) =sina

sinussatsen:

a b

sina sin

ur tabellbok:
sin(x—Y)
=sinXcosy —cosXsiny

ur minnestriangel eller

tabellbok:

sin45°=co0s45°=

Sl-
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( . 1 1 j .
4| sina-—— —cosa-—— |=sin«a

NN

—sina —

20 2

[i—ljsina =
2

()
4-2
B

(4—\/§)tana:4

cosa =sina

:cosa, vilket krdaver
cosa |cosa#0 dvs.

a#90°+n-180°

5+

-2
‘:(4—\/5)

tana =

ﬁ\h gh

med riaknare:

tan~' [4_4\/§j

—tan ' 1,546918...
~57.11948...°

tano =

uppfyller villkoret

a #90°

a=57,11948...°

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

Vinkelsumman 1 en triangel dr 180°, vilket gor att vi kan
bestimma den tredje vinkeln /£ ur ekvationen

a—45°+ f+a=180°

f=225°-2a | @ =57,11948...°
p=110,76102...°
p=110,8°

Svar Den tredje vinkeln i triangeln dr 110,8°.
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Prov 3

1

Nar ringen rullar ett varv forflyttar den sig en stracka som ar
samma som ringens omkrets och punkten P vrider sig vinkeln
21 kring ringens medelpunkt.

Nar ringen ror sig 10 m dr motsvarande vridningsvinkel

a_bagen_ 10 m :1000 em _ o, (rad)

"~ radien 20 cm 20 cm

n=180°
1(rad) = 180
T
50 (rad)=50-180
7T
=2864,78...°
~ 2865°
Svar 2 865°

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

2

a) Vi far ekvationen
sin(—4x)-1=0
sin(—4x) =1

A

N1

b) Vi far ekvationen

sina =sin f <

a=p+n-2xn §

a=n—-f+n-2xn \/

. . 2W
sin3x = smT
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Trigonometriska funktioner och talféljder

3X:2?n+n-2n eller 3X:n—2?n+n-2n

3x="4in-2n
3

27 27 T 27
X=—+n-— eller X=—4+n-—
9 3 9 3

2c0s?Xx—3cosx—2=0, 0<x<2m

344/(=3)2 —4.2.(—2)

cCoSX =
2-2

3£+/25

COSX =
4

3+£5
COSX=—

4

cosx:§:2>1 eller cosX:_—Z:—l
4 4 2

ur tabellboken:

saknar 16sning COSX=—— 27 |
COS— =——
3

2

16sningar till vningsproven e

uppdaterad 12.5.2010 e

A

Y

n x:%tntn-zn 0<x<2m
2n
0 | — duger
3 g
1 2?“+ 2n= 2zn duger inte
-1 2?7[— 2n<0 duger inte




Ellips

Svar

9 o Trigonometriska funktioner och talféljder
n | x —%§+n2n 0<Xx<2m
0 _2?n duger inte
2 4

I PR, P duger

3 3

T :
2 |——+4n>2n duger inte
-1 —2?%—2n<0 duger inte

a) Nollstillena ir x:—§+n-g, nez

21

b)x:——+n-£7£ eller x:£+nn%E,neZ
9 3 9 3

C) X:iz?n+n-27t. I intervallet 0 < X <2m ligger

. 2n 4n
l6sningarna By och By

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

3
: 7 m
a) sinX=—, —<X<7
25 2
Trigonometrins grundformel ger

.2 2
sin“ X +cos” x =1

2 .2
cos“ X =1-sin" X

cosX:ixll—sinzx
7 2
)

: 7
sin X =—
25

cosX=1,/1—

VR

(V)]

D,
S

COSX = iz— COoS

n O ee .
Eftersom 5 <X<msidaidr cosx<0,vilket ger cosx = 55

D3 ar

sinx 7 ( 24) 7 25 7
cosX 25 25 25 24 24
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Alternativ 2 definitionen av tangens:
sinx=2ls, §<X<n b) tanx=2 tana—sma
cosa
sinX )
Enligt tabellboken ar CoSX
tan X = + sin X sinx = sinX =2cos X
[{ .2
I=sin"x Enligt trigonometrins grundformel &r
N N sin”X +cos*X =1 sin X =2 cos X
_ 25 _ 25
=t N2 =+ 576 (2cosx)” +cos’x =1
1_(25j 625 S5cos’x =1
1
7 7 55 cos’X =—
=42 gl >

2475 A -
75 “’ COSX—_—5
7

A tan

=+
24 Da ér sinX:2c0sX:2-(iLj=ii.
. 5 5
Eftersom g< X<m sd dr tanX <0, vilket ger tanX =——. Dvs. antingen
sinX=— och cosx=L eller

V5 V5

) 2 1
sinX=——= och cosX=———

V5 V5




Ellips 9

Vi far att

sin(2X+£j
6

) T . T
= sm2Xcosg+cos2Xsmg

=2sianosX-73+(2coszx —1)~

Trigonometriska funktioner och talféljder

ur tabellbok:
sin(a + f)

=sinacos f +cosasin f

sinus for dubbla vinkeln:

sin2a =2sinacosa

cosinus for dubbla vinkeln:

2
cos2a=2cos” a—1
ur minnestriangel eller

tabellbok:
i \/5 R |

cos—=—— och sin—=—
6 2 6 2

1

2

anméarkning:

1.
2.-——1 5 ovre och nedre tecknen

motsvarar varandra

16sningar till vningsproven e

Alternativ 2

sin(2x+zj
6

) T . T
:s1n2Xcosg+cos2Xs1ng

ur tabellbok:
sin(a + ,B)

=sina cos ff + cosasin ff

sinus for dubbla vinkeln:

sin2a =2sin¢g cosa

cosinus for dubbla vinkeln:

2
cos2a =2cos a-1

ur minnestriangel eller

tabellbok:
T \/g oW
cos—=—— och sin—=—
6 2 6 2

uppdaterad 12.5.2010
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::2sh1XcosX-—5i+(200s2X—l)-

N | =

sinX ==+

cosX ==

Eftersom tan X =

Trigonometriska funktioner och talféljder

ur tabellbok:

tan X

/ 2
1+tan X

1

\/1+tan2

Anmirkning:

sin X

CcoS X

sd har sinX och cosX
samma tecken,

dvs. ovre och nedre
tecknen i1 formlerna

motsvarar varandra.

tan

sin

Ccos

=2>0,

16sningar till dvningsproven

\/— tan X 1
= + +
/ 2 / 2
1+tan X 1+tan X

1+tan2X

_ 3. famx L2
2 {1+t

_ 3.2 %.

1+22

:ﬁ.Ll(_%

5 2

IENEE

5 10
:ﬂlE&ZEQKL39
10
Svar a)—ﬁl

24
b) 443-3
10

an2X

22_4j
1+2

~0,39

4
;

uppdaterad 12.5.2010

1 ]2
—_— | -1
/ 2
1+tan X

‘mnX:Z
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4

Talféljden (a,, )=(500, 497, ...) dr geometrisk, vilket ger

497
g=—— och
500

a,=a,-q" _500(:zgj ,n=1,2,3,...

Vi far olikheten

500- (497j :500
500

(ﬂj L
500 i(lQ

R —
>0 >0

497 \"! 1
n| 22| sih—
500 500

ooy (2o

Funktionen In ér
strangt véaxande.
Storleksordningen

bevaras.

loga" =rloga

16sningar till dvningsproven

n-1< 200

1
In—
500

<—
in (497)
500

n<1033,7
n<1033

Dvs. 1033 termer ar storre an ett.

(a, <1, ndr n=1,2,3,...,1033)

Svar 1033 st.

In (497)
500

+1

uppdaterad 12.5.2010
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3)
X
f(x)=
COS X

X

f'(x)=D
COS X

e* .cosx—(=sinx)-e*

Trigonometriska funktioner och talféljder

(cosx)?

T
XE—+N-T
2
D(ij:(Df)-g—(Dg)f
g 92
e’ - (cosX+sinXx) T
= 5 , X£—+N-T
cos” X 2

cos(—a)=cosa

ur minnestriangel eller

tabellbok:

. T T 1
SIN—=CO0S— = ——
4

TG

cosinus for motsatta vink]

ar:

16sningar till vningsproven e

cos4x—sin4X=sin2X

2 \? . 2.\ .
(cos X) —(sm X) =sin2X
(0032X+sin2x)(coszx—sin2x):sin2x

1-cos2X=sin2x

sin2X=cos2X

sin2 X 1
CcoS2X
tan2x=1

uppdaterad 12.5.2010 e

a2 —b2 =(a+b)(a-b)

.2 2
sin X+cos X=1

2 .2
cos2X=cos X-—sin X

:cos2 X, vilket

kraver

cos2X =0, dvs.

7T
2X#—+N-1
2

TT
X#—+nN-

NS

ur tabellbok:

tanzzl
4
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2x=24n-m
4

uppfyller
X = r +n I definitions-
8 2

villkoret

Om cos2x =0 sa ar sin2X =0. D4 ar ekvationen

cos2X = sin2x falsk.
%/_/ %,—/
=0 #0

o 16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Alternativa l0sningssatt:
Vi kan I6sa ekvationen sin2 X =cos2 X ocksa péd andra sétt:

1) Vi skriver om ekvationen pa formen sina =sin/f.

) . (m
siIn2X=cos2X cosazsm(g—aj
sina =sin f < ‘

sin2x:sin(§—2xj a=pF+n-2n eller w i
a=n—-F+n-2xn

2x:g—2x+n-2n eller 2x:n—(g—2xj+n-2n

4X:g+n-2n eller 2X:n—£+2x+n-2n

X:£+n-— eller O:g+n-2n

ingen l6sning
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2) Vi skriver om ekvationen pd formen cosa =cos .

) ) T
SiIn2X=cos2X |sina= 008(5—0{)

P cosa =cos ff < /?\
COS(——ZX)=COSZX ,

2 a=tf+n-2n \>/
T

5—2x:—2x+n-2n eller g—2x:2x+n-2n

Tnon eller —4x=—24n-2nx
2 2
saknar 10sning x=24n.Z
8 2
Svar x:£+n-£,neZ
8 2

16sningar till dvningsproven

7

Vi tinker oss hojden hos den 6vre kanten pa tegellagren som en
aritmetisk talfoljd, i enheten centimeter.

a;=9,0
as = 49,0
V1 bestimmer termen a,s .

a, =a, +(6-1)-d

49,0=9,0+5d
d- 49,0-9,0
5
d=8,0

a,s =a, +(25-1)-d
=9,0+24-8,0
=201,0

Dvs. spisens hojd ar 201,0 cm.

Svar 201,0 cm

uppdaterad 12.5.2010
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8 Bisektrisen delar den motsatta sidan 1 de nérliggande sidornas

forhallande (bisektrissatsen).
De spetsiga vinklarna 1 en likbent rétvinklig triangel &r

45° eller = radianer. x .2 ‘ c=+2a
4 a—X
X _a
Bisektrisen delar dessa vinklar i tva vinklar som &r — radianer. a-x +/2a
x b
Vi ritar en figur och betecknar kateterna med bokstaven a och a-x 2
hypotenusan med bokstaven c. Bisektrisen delar den motsatta
kateten i delarna X och a—X. V2x=a-x
JV2x+x=a
(\/§+1)x:a ‘:(\/EH)
Q-X .
C X =
| J2+1
X Dvs.
x O (a

a

Vi bestimmer hypotenusan med Pythagoras sats.
a’+a’=c? = = =v2-1

2 :2a2

c=ct)2a c>0 Svar tang:ﬁ—l
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9

a) Summan av den n forsta termerna i den geometriska

talfoljden (l L j ar

4716° 64"
a 1
1-q" 17y
S,=a;- d 4
1-q q_l
4
n
)
_1_\4)
4 1_1
4
1oL
3 4"
_1 1
3 3.4

‘ S, ——1<0,000 001

———-——1<0,000 001

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

1 1 N
- < HaI:—a, niar a<0.
3.4" | 1000000
<0
1 1

1000 000-4"(>0)

<
3.4" 1000000

Funktionen lg on strangt

1000 000
< 4" vaxande, storleksordningen

-0 - bevaras.
>0
1000 000 0 logaritmen av en potens:
lg——<1g4 r
log, x =rlog, X
1 000 000
1g#<nlg4 :1g4 (>0)
1000 000
lg———
3 <n
lg4
n>9,17.. IneZ
n=10,11,12, ...

Dvs. atminstone 10
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b)
h,=4,0 m A

h, =0,85h, =0,85-4,0 m

hy; =0,85h, =0,85°-4,0 m

h,=0,85"-4,0 m
Den stricka som bollen ror sig fore den hundrade studsen ar

h, +2h, +2h; +2h, +...+2h,,
=h +2(h, +hy +h, +...+hy) )

4,0 m+2-(0,85-4,0 m+0,85%-4,0 m+...+0,85” -4,0 m)

geometrisk summa

a,=0,85-4,0 m; q=0,85 och n=99

99
—4.0 m+2-0,85-4,0 m =08
1-0,85
—49,333.. m
~49,3 m

Svar a) atminstone 10 b) 49,3 m

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

a) Vikan skriva om funktionen f pé foljande sitt:

2 sin X cos X sinus for dubbla vinkeln
f(X)=tan“ 2x+8 i ‘
sin? x—cos2 x |sin2X =2sin Xcos X
P sin 2x cosinus for dubbla vinkeln
=tan” 2X+4 ) )
sin x—cos2 X |cos2X=cos“ X—sin“ X
. definition for tangens
2 sin 2X .
cos2X tan2X =
cos2X
= tan2 2X—4tan 2X

Dvs. vi studerar f (x)=tan” (2x)—4tan(2x)

Funktionen f &r definierad ndr 2X # E +nNn-m, dvs nir

T T
X¢Z+n-—, nel.

Nar X antar alla virden R\ {g +n g} sa antar tan2 X alla reella

varden.

Visitter tan2X =t, dir te R, och undersoker funktionen

g:R—>R, g(t) =t* —4t. De vérden som funktionerna goch f

antar ar samma, vilket ger att ocksd deras minsta viarden ar
samma.
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Grafen y = g (t) till funktion g dr en parabel som dppnar sig
uppét. Den antar sitt minsta vérde 1 parabelns topp, dvs. nér

_—b_—(-4) _

t == 2
0" 2a 2.1

Det minsta vardet ar
9(t0)=g(2):22 —4.2=4-8=—-4,

Da ar ocksa — 4 minsta vardet for funktionen f .

Svar Funktionen minsta viarde ar —4

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010

b) Antagande: For vinklarna o, 3 och y i en triangel géller
sin 2 -sin 28 =sin’ y

Pastaende: Triangeln ir likbent.

Bevis: Vi ritar en figur.

C

¥

oL B
A 15

Vinkelsumman 1 triangeln dr 180°, vilket ger vinkeln
y=180°—(a+ ).

D3 ar

siny =sin| 180°—(a +
4 [ ( 'B)] sina =sin(180°— )

=sin(a + f)

sinus for komplementvinkeln:
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Hogra ledet 1 antagandet blir d

ur tabellbok:
sin®y =sin” (a + f) sin(x+Y)
=sinXcos Yy +cosXsiny

(a+b)* =a’ +2ab+b?

: 2
=(sinacos B+ cosasin )

.2 2 . : 2 .2
=sin“acos” f+2sinacos fcosasin f+cos asin” ff
Vi formar om antagandets vinstra led:

sin2asin2 f ‘sin2a=23inacosa
=2sinacosa-2sin fcos ff

=4sinacosasin fcos

Dyvs. antagandet far formen

sinzacoszﬂ+2sinacos,8c0sasinﬂ+coszasinzﬂ

=4sinacosasin fcos 3,

vilket ger

sinzacoszﬂ—ZSinacosﬂcosasinﬁ+coszasinz,ﬁ =0

16sningar till vningsproven e uppdaterad 12.5.2010 e

Eftersom (a—b)=a’* —2ab+b?, kan vi nu skriva antagandet pa
formen

sina cos 5 —cosasin 2 =0

( B B)

ur tabellbok:
sin(x—Y)

=sinXcos Yy —cosXsiny

sinacos S —cosasin f=0

sin(a—f)=0
Y1

120°

a—-p=0° eller a—f=180°
a=p duger inte eftersom

0°<a— B <180°

Eftersom « = 3, sé ar triangeln likbent. 0
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